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非線形半正定値計画問題に対する主双対内点法
矢部　博，山下　浩，原田　耕平

半正定値計画問題は線形計画問題，凸 2 次計画問題，2次錐計画問題などを含む応用範囲の広い凸計画問題の
クラスであり，多項式時間アルゴリズムに関連して内点法に基づいた数値解法がいろいろと研究されてきた．近
年では，さらに応用範囲の広い非線形半正定値計画問題も扱われるようになってきたこともあり，その数値解法
の開発が望まれている．本稿では主双対内点法に関連した山下・矢部・原田による一連の研究を紹介する．大域
的収束性を実現するための手法として直線探索法と信頼領域法を用いた主双対内点法について解説するとともに，
局所的に超 1 次収束する主双対内点法についても触れる．

キーワード：非線形半正定値計画，主双対内点法，直線探索法，信頼領域法，大域的収束性，超 1次
収束性

1. はじめに

本稿では次の非線形の半正定値計画 (SDP) 問題を
扱う．

minimize f(x), x ∈ Rn,

subject to g(x) = 0, X(x) � O
(1)

ただし，f : Rn → R, g : Rn → Rm, X : Rn → Sp

は十分滑らかであるとし，Rn は n次の実ベクトルの
集合，Sp は p次の実対称行列の集合とする．ここで，
X(x) � O, X(x) � O はそれぞれ行列 X(x) が半正
定値，正定値であることを意味する．
関数 f が凸関数，X が凹関数，g がアフィン関数の

場合には，この問題は凸計画問題になる．また，f が
線形関数，gがアフィン関数であり，行列関数X(x)が
X(x) =

∑n
i=1 xiAi −B (Ai ∈ Sp, i = 1, . . . , n, B ∈

Sp) で定義されているとき，問題 (1)は線形 SDP問題
になる．線形 SDP問題は線形計画問題，凸 2 次計画
問題，2 次錐計画問題などを特別な場合として含む応
用範囲の広い問題のクラスであり，内点法に基づいた
多項式時間アルゴリズムが多数提案されている [1–3]．
一方，非線形 SDP 問題 (1) はより広範囲な応用問

題を扱うことができるという意味で重要な最適化問題
である．制御問題（LMI制約付き問題や BMI制約付
き問題など），構造最適化問題，金融関係などいろいろ
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な応用分野がある．線形 SDP問題の数値解法は多項
式時間アルゴリズムを実現する観点から内点法が主流
であるが，非線形 SDP問題ではいくつかの種類の解
法が研究されている．典型的なカテゴリーとして以下
の三つがあげられる．
(i) 拡張ラグランジュ法に基づいた解法
通常の非線形計画問題を解くための拡張ラグランジュ

法の考え方が非線形 SDP問題に適用されており，2次
ペナルティを用いた解法や修正バリア関数を利用した解
法などいろいろと考案されている．たとえば，Kočvara

and Stingl [4, 5] は各種のペナルティ関数・バリア関
数に基づいた拡張ラグランジュ法について研究してお
り，ソフトウェアパッケージ PENNONを開発した．
(ii) 逐次 2次計画法に基づいた解法
通常の非線形計画問題に対する逐次 2次計画法の考

え方と同様に，非線形 SDP問題 (1)の目的関数を 2次
近似し半正定値制約条件を含めた制約条件を1次近似し
た問題を逐次解いていくものである．これらの部分問題
の解法には内点法を利用するのが通例である．大域的収
束性については，直線探索法を利用した解法 [6]やフィ
ルター法を利用した解法 [7] などが提案されている．
(iii) 内点法に基づいた解法
主内点法を非線形 SDP 問題に適用することは

2000 年頃からいくつか試みられているが，主双対内
点法については，山下らによる一連の研究が存在する．
Yamashita, Yabe and Harada [8]は直線探索法を用
いた主双対内点法を提案しその大域的収束性を証明す
るとともに数値実験を通じて主双対内点法の有効性を
検証した．それに加えて Yamashita and Yabe [9]は
主双対内点法の局所的解析を行い超 1次収束性を示し
た．さらに微分可能なメリット関数を活用した主双対
内点法がKato, Yabe and Yamashita [10]によって提
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案されている．最近では，信頼領域法を用いた主双対
内点法が Yamashita, Yabe and Harada [11] によっ
て提案され，その大域的収束性が示されている．
以上，おおまかに非線形 SDP問題 (1)を解くための

数値解法を分類してきた．非線形 SDP問題を解くため
の数値解法全般については，Yamashita and Yabe [12]

のサーベイ論文を参照されたい．以下では，山下・矢
部・原田による主双対内点法に焦点をあてて紹介す
る [8, 9, 11]．

2. 非線形半正定値計画問題の最適性条件

本節では，最適性の条件を述べるとともに記号の
説明をする．Sp の行列 X と Z の内積 〈X,Z〉 を
〈X,Z〉 = tr(XZ)で定義する．ただし，tr(M)は行列
M のトレースである．問題 (1)のラグランジュ関数を

L(w) = f(x)− y�g(x)− 〈X(x), Z〉

で定義する．ただし，w = (x, y, Z) ∈ Rn ×Rm ×Sp

であり，y ∈ Rm と Z ∈ Sp はそれぞれ等式制約，半
正定値制約に対するラグランジュ乗数，�は転置を表
す．このとき，ラグランジュ関数の勾配ベクトルは

∇xL(w) = ∇f(x)−∇g(x)y −A∗(x)Z

で与えられる．ただし，∇g(x) = (∇g1(x), . . . ,

∇gm(x)) ∈ Rn×m であり，A∗(x)はA(x) : A(x)v =∑n
i=1 viAi(x) (v ∈ Rn) の随伴作用素で A∗(x)Z =

(〈A1(x), Z〉 , . . . , 〈An(x), Z〉)� で定義される．また，
Ai(x) =

∂X(x)
∂xi

(i = 1, . . . , n) である．このとき，問
題 (1)の Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件は

r0(w) ≡

⎛
⎜⎜⎝

∇xL(w)

g(x)

X(x)Z

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

O

⎞
⎟⎟⎠ , (2)

X(x) � O, Z � O (3)

で与えられ，この条件を満たす点w∗をKKT点とよぶ．
行列の積 X(x)Z に対応して，以下の数値解法の便

宜のために次の対称化された積を定義する．

X(x) ◦ Z =
X(x)Z + ZX(x)

2
.

X(x) � O,Z � O に対して，X(x) ◦ Z = O,

X(x)Z = O, 〈X(x), Z〉 = 0 がすべて同値である
ことが知られている．以下では，‖ · ‖1, ‖ · ‖2, ‖ · ‖∞は
それぞれベクトルの l1ノルム，l2ノルム，l∞ノルムを
表す．また，‖·‖F は行列のフロベニウスノルムを表す．

3. 主双対内点法の外部反復

X(x) � O，Z � O を満たす点 w = (x, y, Z)を内
点とよぶ．主双対内点法では，バリアパラメータμ > 0

を導入して，相補性条件X(x)Z = OをX(x)Z = μI

で置き換えて，次のバリア KKT (BKKT)条件

r(w, μ) ≡

⎛
⎜⎜⎝

∇xL(w)

g(x)

X(x)Z − μI

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

O

⎞
⎟⎟⎠ , (4)

X(x) � O, Z � O

を扱う．以下ではノルム ‖r(w, μ)‖を
√√√√√

∥∥∥∥∥∥
⎛
⎝ ∇xL(w)

g(x)

⎞
⎠
∥∥∥∥∥∥
2

2

+ ‖X(x)Z − μI‖2F

で定義する．‖r0(w)‖についても同様である．
与えられたバリアパラメータ μ > 0に対して近似的

にバリア KKT条件を満たす点を求めるという手続き
を μ > 0を減少させつつ繰り返すのが主双対内点法の
外部反復となる．

Algorithm SDPIP

Step 0. ε > 0, Mc > 0を設定し，k = 0とおく．
μk ↓ 0 を満たす正の数列 {μk} を設定する（μk

は反復の進行にともなって逐次決めてもよい）．
Step 1. 近似 BKKT 条件 ‖r(wk+1, μk)‖ ≤

Mcμk を満たす内点 wk+1 を求める（これを近
似 BKKT点とよぶ）．

Step 2. ‖r0(wk+1)‖ ≤ εならば反復を終了する．
Step 3. k := k + 1と更新して，Step 1 へ戻る．

関数 f , g, X は連続微分可能とし，{wk} は Al-

gorithm SDPIP によって生成される無限点列とする．
このとき，もし点列 {xk} が有界で，任意の集積点
で Mangasarian-Fromovitz 制約想定条件が成り立つ
（すなわち，行列 ∇g(x)がフルランクで ∇g(x)�v =

0, X(x) +
∑n

i=1 viAi(x) � O を満たすベクトル v ∈
Rnが存在する）ならば，ラグランジュ乗数の点列 {yk},
{Zk} は有界となり，点列 {wk} の任意の集積点は問
題 (1)の KKT条件 (2), (3)を満たす．
アルゴリズムの要となるのは，Algorithm SDPIPの

Step 1 で近似 BKKT点 wk+1 をいかにして求めるか
という部分である．以下では，近似 BKKT点wk+1を
求めるための方法として，直線探索法を用いる主双対
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内点法 [8]と信頼領域法を用いる主双対内点法 [11]の
それぞれを紹介する．

4. 探索方向とメリット関数

本節では，与えられたバリアパラメータ μ > 0に対
して近似 BKKT点を求めることを考える．以下では
混乱が生じない場合には X(x) を単に X と書くこと
にする．また，常に X � O，Z � O が成り立ってい
るものと仮定する．
主双対内点法では，速い収束を実現するために BKKT

条件の方程式 (4)にニュートン法が適用される．しか
しながら，一般にはニュートン法の探索方向を陽に求
めることは難しい．ニュートン法の探索方向Δxから
ΔX =

∑n
i=1(Δx)iAi(x) ∈ Sp となり ΔX は自動的

に対称行列となる．しかし，Z に関する方向ΔZ を対
称にするために，相補性条件の式を対称化すると，相補
性条件から陽にΔZ を求めることは難しい．そこで，
線形 SDP問題の場合と同様に行列 X,Z に対する以下
のようなスケーリングを導入する．

X̃ = TXT�, Z̃ = T−�ZT−1.

ただし，T ∈ Rp×p は正則なスケーリング行列である．
ここで，XZ = μI を対称化した式 X̃ ◦ Z̃ = μI で置
き換えれば，式 (4)の代わりに

r̃S(w, μ) ≡

⎛
⎜⎜⎝

∇xL(w)

g(x)

X̃ ◦ Z̃ − μI

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

0

0

O

⎞
⎟⎟⎠ (5)

を得る．また，X̃ と Z̃ が可換 (X̃Z̃ = Z̃X̃)となるよ
うにするのもスケーリング行列の大事な役割である．
これは，非線形 SDP問題のアルゴリズムにおいては，
大域的収束を保証するための重要な要素となる．

4.1 ニュートン方向と最急降下方向
方程式 (5)にニュートン法を適用することを考える．

ニュートン法は方程式を 1次近似して，線形方程式を
解くことによって探索方向（ニュートン方向という）
ΔwN = (ΔxN ,ΔyN ,ΔZN ) ∈ Rn × Rm × Sp を
求める方法である．具体的には，∇xL(w +ΔwN )と
g(x+ΔxN)の 1次近似から

GΔxN −∇g(x)ΔyN −A∗(x)ΔZN = −∇xL(w),

(6)

∇g(x)�ΔxN = −g(x) (7)

を得る．ただし，Gはラグランジュ関数 L(w)のヘッ
セ行列 ∇2

xL(w)もしくはその近似行列である．一方，

相補性条件については対応する式

(X̃ +ΔX̃N ) ◦ (Z̃ +ΔZ̃N ) = μI

の 1次近似から

ΔX̃N Z̃ + Z̃ΔX̃N + X̃ΔZ̃N +ΔZ̃N X̃

= 2μI − X̃Z̃ − Z̃X̃ (8)

が導かれる．ここで，ΔXN =
∑n

i=1(ΔxN)iAi(x) ∈
Sp, ΔX̃ = TΔXT� である．このときスケーリング
行列 T を適切に選んでニュートン方向を求めるわけで
ある．
たとえば，T = X−1/2 をスケーリング行列に選ん

だ場合 X̃ = I , Z̃ = X1/2ZX1/2 となるので，式 (8)

より ΔZN は

ΔZN =μX−1 − Z − 1

2
(X−1ΔXNZ + ZΔXNX−1)

(9)

と解けて対称となる．この式を式 (6) に代入すれば
ΔxN ,ΔyN についての連立 1次方程式

⎛
⎝ G+H −∇g(x)

−∇g(x)� O

⎞
⎠

⎛
⎝ ΔxN

ΔyN

⎞
⎠

=

⎛
⎝ −∇f(x) +∇g(x)y + μA∗(x)X−1

g(x)

⎞
⎠ (10)

が得られる．また，Ãi(x) = TAi(x)T
� とおくと，行

列 H ∈ Rn×n の (i, j)成分は

Hij = tr
(
Ai(x)X

−1Aj(x)Z
)

で与えられる．したがって，式 (10) から ΔxN ,ΔyN

を求めて式 (9) に代入すれば ΔZN が得られる．こ
れで定まるニュートン方向を HRVW/KSH/M 方向
といい，実用的によく使われている．別の代表的なも
のとして NT方向が知られている [2]．これは，W =

X1/2(X1/2ZX1/2)−1/2X1/2に対して T = W−1/2を
スケーリング行列に選ぶものである．このとき X̃ =

W−1/2XW−1/2 = W 1/2ZW 1/2 = Z̃ が成り立つの
で，行列 H と探索方向 ΔZN はそれぞれ

Hij = tr(Ai(x)W
−1Aj(x)W

−1),

ΔZN = μX−1 − Z −W−1ΔXNW−1

で与えられる．
他方，式 (6)において行列Gの代わりに正定値対称行

列D（通常は対角行列，たとえば単位行列が選ばれる）
で置き換えることによって得られる探索方向を最急降
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下方向といい，ΔwSD = (ΔxSD,ΔySD,ΔZSD)� ∈
Rn ×Rm ×Sp で表す．この方向は後述する信頼領域
法で使われる．もしG+HあるいはD+Hが正定値対
称で行列∇g(x)がフルランクならば，ニュートン方向
ΔwN あるいは最急降下方向 ΔwSD は一意に定まる．

4.2 主双対メリット関数
本節では，直線探索法（5節）および信頼領域法（6節）

で使われるメリット関数を紹介する．いずれの方法に
おいても，メリット関数を減少させることによって大
域的収束性を実現する．以後，スケーリング行列 T は
X̃Z̃ = Z̃X̃ が成り立つように選ばれるものとし，簡単
のために次の記号を導入する．

u = (x, Z) ∈ Rn×Sp, Δu = (Δx,ΔZ) ∈ Rn×Sp.

ただし，ΔuはΔuN = (ΔxN ,ΔZN )またはΔuSD =

(ΔxSD,ΔZSD) を意味し，そのノルムは ‖Δu‖ =√‖Δx‖22 + ‖ΔZ‖2F で定義される．
アルゴリズムの大域的収束性を実現するために，具体

的に次の主双対メリット関数を用いる（νは正の実数）．

F (u) = FBP (x) + νFPD(u). (11)

ただし，FBP (x)は主バリアペナルティ関数

FBP (x) = f(x)− μ log(detX(x)) + ρ‖g(x)‖1

であり（ρはペナルティパラメータ），FPD(u)は主双
対バリア関数

FPD(u) = 〈X(x), Z〉 − μ log(detX(x)detZ)

である．
探索方向がメリット関数を減少させる方向（降下方

向という）であるかどうかを議論するためにメリット
関数の 1次近似

Fl(u;Δu) = F (u) + ΔFl(u;Δu)

について考える．ただし，

ΔFl(u;Δu) = ΔFBPl(x;Δx) + νΔFPDl(u;Δu),

ΔFBPl(x;Δx) = ∇f(x)�Δx− μtr(X−1ΔX)

+ ρ
(
‖g(x) +∇g(x)�Δx‖1 − ‖g(x)‖1

)
,

ΔFPDl(u;Δu) = tr(ΔXZ +XΔZ − μX−1ΔX

− μZ−1ΔZ)

である．ニュートン方向または最急降下方向を単にΔw

で表せば，もし行列G+HおよびD+Hが正定値対称

で ρ > ‖y+Δy‖∞ が成り立つと仮定すると，Δx �= 0

ならば ΔFBPl(x;Δx) < 0 および ΔFl(u;Δu) < 0

が成り立つ．すなわち，Δxと Δuは主バリアペナル
ティ関数および主双対メリット関数に対して降下方向
になる．
次に，6節で述べる信頼領域法の準備としてメリット

関数 (11)の 2次近似（以下，モデル 2次関数とよぶ）

Fq(u;Δu) = F (u) + ΔFl(u;Δu) +
1

2
Q(u;Δu)

について考える．ここで，Q(u;Δu) は任意の実数 α

に対して Q(u;αΔu) = α2Q(u;Δu) が成り立つよう
に選ばれた 2次関数である．また，モデル 2次関数と
メリット関数の Δu方向の減少量をそれぞれ

ΔFq(u;Δu) ≡ ΔFl(u;Δu) +
1

2
Q(u;Δu),

ΔF (u;Δu) ≡ F (u+Δu)− F (u)

で定義する．

5. 直線探索法を用いる主双対内点法

本節では，Algorithm SDPIPの Step 1で BKKT

点を求めるための直線探索法を用いる主双対内点法 [8]

を紹介する（これを内部反復とよぶ．一方，Algorithm

SDPIPを外部反復という）．以下では，バリアパラメー
タ μ > 0は固定されていると仮定する．
ニュートン方向が与えられたとき，直線探索法では

適当なステップ幅 αk を求めて，

xk+1 = xk + αkΔxNk, Zk+1 = Zk + αkΔZNk,

yk+1 = yk +ΔyNk （ステップ幅は 1とする）

の反復によって点列を生成する．ステップ幅 αk は，
メリット関数を減少させると同時にXk � O, Zk � O

を保つように調整される（すなわち内点を生成する）．
また，k は内部反復の反復回数を表すとし，簡単のた
めにX(xk)をXk と表すことにする．ステップ幅の計
算ではバックトラッキング法という手順を用いて，関
数の減少条件（Armijo条件に対応する）

F (xk + αkΔxNk, Zk + αkΔZNk)

≤ F (xk, Zk) + ε0αkΔFl(xk, Zk;ΔxNk,ΔZNk)

(12)

と正定値性の条件

X(xk + αkΔxNk) � O (13)

を満たすステップ幅 αk を求める．ただし，ε0 は ε0 ∈
(0, 1)となる定数である．
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以上の準備の下に，直線探索を用いる主双対内点法
のアルゴリズムは次のように記述される．ここで，収
束判定で用いられる ε′ は Algorithm SDPIP（外部反
復）における Step 1（内部反復）のMcμに対応する．

Algorithm SDPLS

Step 0. 初期内点 w0 = (x0, y0, Z0) (X0 �
O,Z0 � O)とパラメータ μ > 0, ρ > 0, ν > 0,

ε′ > 0, γ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), ε0 ∈ (0, 1) を与
え，k = 0とおく．

Step 1. もし ‖r(wk, μ)‖ ≤ ε′ ならば終了する．
Step 2. 行列Gkとスケーリング行列 Tkを与えて，
方程式 (6)–(8) を解いてニュートン方向 ΔwNk

を求める．もし ΔxNk = 0 ならば，wk+1 =

(xk, yk + ΔyNk, Zk + ΔZNk) を解として終了
する．

Step 3. 直線探索条件 (12), (13)を満たすステッ
プ幅 αk を求める．

Step 4. xk+1 = xk + αkΔxNk, Zk+1 = Zk +

αkΔZNk, yk+1 = yk +ΔyNk とおく．
Step 5. k := k + 1として Step 1 へ戻る．

実際の数値計算では，行列Gkは正定値性を保存する
ようにヘッセ行列 ∇2

xL(wk)の準ニュートン近似が選
ばれることが多い．あるいはヘッセ行列 ∇2

xL(wk)そ
のものを用いる場合には，∇2

xL(wk)+σIが正定値行列
になるような σ ≥ 0 を選んで Levenberg-Marquardt

型の補正 [13]を行うことも考えられる．
Algorithm SDPLSで生成される点列の大域的収束

性については，適当な仮定のもとで少なくとも一つ集
積点が存在し，かつ，任意の集積点が BKKT点にな
ることが示されている．

6. 信頼領域法を用いる主双対内点法

本節では，Algorithm SDPIP（外部反復）のStep 1（内
部反復）で BKKT点を求めるための信頼領域法を用
いる主双対内点法 [11] を紹介する．信頼領域法のオ
リジナルの形は与えられた信頼領域内で一般には非凸
なモデル 2次関数の最小点を探すという手続きが存在
するが，半正定値計画問題では探索方向の計算に大き
な手間がかかることが普通なので，なるべく簡便な手
続きが望ましい．そこで，ニュートン方向と最急降下
方向の二つの方向のみの計算で行おうというのが以下
のアルゴリズムの骨子である．以下では，バリアパラ
メータ μ > 0は固定されていると仮定する．
信頼領域内にとどまるとともに内点を保つ範囲で

Δu に沿ってモデル 2 次関数 Fq(u;αΔu)（4.2 節参
照）を最小にするステップ幅を α∗

δ(u,Δu)とする．特
に Δu = ΔuSD に対して u + α∗

δ(u,ΔuSD)ΔuSD は
コーシー点と呼ばれている．このとき，信頼領域法を
用いて BKKT 点を求める主双対内点法は次のような
アルゴリズムで与えられる．

Algorithm SDPTR

Step 0. 初期内点 w0 = (x0, y0, Z0) (X0 �
O,Z0 � O) と初期信頼領域半径 δ0 > 0 を与
える．パラメータ μ > 0, ρ > 0, M > 1, ε′ > 0,

γ ∈ (0, 1)を与え，k = 0とおく．
Step 1. もし ‖r(wk, μ)‖ ≤ ε′ ならば終了する．
Step 2. 行列 Gk, Dk とスケーリング行列 Tk

を与えて，ニュートン方向 ΔwNk と最急降
下方向 ΔwSDk を求める．もし ‖ΔuNk‖ ≤
M ‖ΔuSDk‖ が成り立たないならば，行列Gk を
調整してこの不等式が成り立つようにする（行列
Gk は不定値であってもかまわないことに注意）．

Step 3. 探索方向ΔuNk, ΔuSDkを用いて，sk =

(1− θ)ΔuNk + θΔuSDk とおく．ここで，パラ
メータ θ ∈ [0, 1]は，sk = α∗

δk
(uk, sk)sk が

ΔFq(uk; sk)

≤ 1

2
ΔFq(uk;α

∗
δk
(uk,ΔuSDk)ΔuSDk)

を満たすように選ばれる．
Step 4. メリット関数とモデル 2次関数の減少量
を比較して，新しい信頼領域半径 δk+1を求める．
具体的には，ΔF (uk; sk) >

1
4
ΔFq(uk; sk)ならば

δk+1 = 1
2
δk（半径を小さくする）；ΔF (uk; sk) ≤

3
4
ΔFq(uk; sk)ならば δk+1 = 2δk（半径を大きく
する）；どちらでもないとき δk+1 = δk とおく．

Step 5. もし ΔF (uk; sk) ≤ 0 ならば，uk+1 =

uk + sk および yk+1 = yk +ΔyNk とおく．さも
なければ，wk+1 = wk とする．

Step 6. k := k + 1として Step 1 へ戻る．

Algorithm SDPTRで生成される点列の大域的収束
性については，適当な仮定のもとで無限点列 {wk}に
BKKT条件を満たす集積点が存在することが示されて
いる．

7. 局所的超 1次収束性

本節では主双対内点法の局所的収束性について簡単
に説明する [9]．ここでは外部反復と内部反復を分けず
に各反復でバリアパラメータ μk に対してニュートン
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方向を求める方程式を 1回，もしくは 2回ずつ解いて
点列を更新していくことを考える．
スケーリング行列を T = I とおいた場合はスケー

リングなしのニュートン法になり，これは線形 SDP

問題における AHO方向に対応する [2]．各反復で μk

を ‖r0(wk)‖1+τ のオーダーで選んでニュートン方向
Δwk を求めて wk+1 = wk +Δwk によって点列を生
成する．ただし，τ は 0 < τ < 1となるパラメータで
ある．このとき問題 (1)の KKT点 w∗ の十分近くに
初期点を選べば，生成される点列 {wk} は w∗ に局所
的超 1次収束する．
次 に ス ケ ー リ ン グ 付 き ニ ュ ー ト ン 法

（HRVW/KSH/M 方向もしくは NT 方向を用い
た主双対内点法）の収束率について説明する．各反復
で μk を ‖r0(wk)‖1+τ のオーダーで選んで，方程式を
2回ずつ解いてニュートン方向を求めて点列を生成す
る．このとき問題 (1)の KKT点 w∗ の十分近くに初
期点を選べば，生成される点列 {wk} は w∗ に 2 ス
テップ超 1次収束する．

8. おわりに

非線形 SDP問題の解法として主双対内点法を中心
に紹介した．近似バリア KKT点を求めるための探索
方向の作り方，メリット関数の選び方，アルゴリズムの
大域的収束性を実現するための手法について述べ，直
線探索法を用いる主双対内点法と信頼領域法を用いる
主双対内点法について解説した．ニュートン方向を求
める際に，直線探索法ではラグランジュ関数のヘッセ
行列に相当する行列Gの正定値性を保つ必要があるが
信頼領域法ではその必要がない．通常の非線形最適化
問題では前者に比べて後者の方が頑健であることが知
られている．実際，筆者らが実施した数値実験では凸
な非線形 SDP 問題に対しては直線探索法を用いる主
双対内点法が有効であったが，非凸な非線形 SDP問
題に対しては信頼領域法を用いる主双対内点法の方が
有効であった．一方，非線形 SDP問題の場合にはモ
デル 2次関数の設定によっては計算量が大幅に増加し
てしまうという問題点があげられるので，信頼領域法
の頑健性を引き出すためにはまだまだ改良の余地があ

る．本稿の最後に局所的超 1次収束性について触れた
が，これを達成するためには制約想定，狭義相補性条
件，非退化の条件などの仮定が必要である．こうした
仮定を緩めた場合の解析については今後の課題である．
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