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2部マッチング理論の代数的一般化について
岩政　勇仁

最大 2 部マッチング問題とは，与えられた 2 部グラフの最大マッチングのサイズを求める問題であり，組合
せ最適化分野で最も基本的な問題の一つである．この問題は，「変数を含んだ行列のランクを求める問題」とし
て代数的に定式化できる．本稿では，上記の代数的定式化に端を発する二種類の問題（Edmonds 問題，非可換
Edmonds 問題）について，最近の進展を含めて概説する．その後，筆者らの成果である 2× 2 型分割行列のラ
ンクを求める組合せ的多項式時間アルゴリズムについて，既存のアルゴリズムと比較しながら簡単に述べる．
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1. はじめに

最大 2部マッチング問題とは，与えられた 2部グラ
フの最大マッチングのサイズを求める問題であり，組
合せ最適化分野で最も基本的な問題の一つである．こ
こでマッチングとは，端点を共有しない枝部分集合を
指す．この問題は，「変数を含んだ行列のランクを求め
る問題」として代数的に定式化できる．実際に，2部
グラフ Gの各枝 e = (i, j)に対して，変数 xe と，行
列の (i, j)成分を 1それ以外を 0とした行列 Ae を用
意する．このとき，行列 AG を

AG :=
∑
e

Aexe (1)

と定めると，AG のランクと 2部グラフの最大マッチ
ングのサイズが一致する．
本稿では，上記の代数的定式化に端を発する二種類

の問題（Edmonds問題，非可換 Edmonds問題）につ
いて説明する．前者は，一般グラフの最大マッチング
問題の代数的一般化，後者は最大 2部マッチング問題
の代数的一般化ともいうべき問題である．これらの問
題は近年盛んに研究されており，特に非可換 Edmonds

問題については顕著な進展が見られた．本稿ではそれ
について概説する．その後，筆者らの成果である 2×2

型分割行列のランクを求める組合せ的多項式時間アル
ゴリズムについて，既存のアルゴリズムと比較しながら
簡単に述べる．上記の成果については詳しくは論文 [1]

を参照されたい．
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2. Edmonds問題，非可換 Edmonds問題

Edmonds 問題 [2] とは，体 F 上の m × n 行列
A1, A2, . . . , Ak と変数 x1, x2, . . . , xk を用いて

A = A1x1 + A2x2 + · · ·+Akxk (2)

と表される行列Aのランクを求める問題である．ここ
で，行列 A は有理関数体 F(x1, x2, . . . , xk)上の行列
とみなす．これは，さまざまなバリエーションをもつ
マッチング問題の統一的な代数的拡張といえる問題で
ある．たとえば，1節で述べた最大 2部マッチング問
題の代数的定式化は，Edmonds問題の特別なインスタ
ンスと見ることができる．また，最大 2部マッチング
問題の拡張である，一般グラフの最大マッチング問題，
線形マトロイド交叉問題，線形マトロイドパリティ問
題，といった組合せ最適化分野における代表的な問題
も，同様に Edmonds問題として定式化できる [3, 4]．
上記で述べた Edmonds問題の部分クラスに対応す

る組合せ最適化問題（最大 2部マッチング問題，一般
グラフの最大マッチング問題，線形マトロイド交叉問
題，線形マトロイドパリティ問題）に対しては，それら
がNP ∩ co-NPに入ることを示すような良い特徴づけ
（最大最小定理）が知られており，さらに決定的に多項
式時間で解ける．一方，Edmonds問題に対しては，体
Fのサイズが十分大きいときに適用できる確率的多項
式時間アルゴリズムは知られているものの [5, 6]，決定
的な多項式時間アルゴリズムはおろか，良い特徴づけと
なるような最大最小定理の存在も明らかになっていな
い．これらの存在性は，組合せ最適化分野や理論計算機
科学分野において重要な未解決問題となっている [7]．
ではここで，最大 2部マッチング問題の最大最小定

理を代数的に定式化することを考えよう．2部グラフ
では，最大マッチングのサイズと最小頂点被覆のサイズ
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が等しいことが知られている．これが，最大 2部マッ
チング問題における最大最小定理（König–Egerváry

の定理）である．
2 部グラフ G = ([m], [n];E)1に対する König–

Egerváryの定理を以下のように書き下すことができる：

max{|M | |M は Gのマッチング }
= min{m+ n− |S| | S は Gの独立集合 }. (3)

式 (3)の左辺は，式 (1)で定義される行列 AG のラン
クと等しいことはすでに見た．独立集合とは，任意の
枝に対して，その両端を同時には含まないような頂点
部分集合であることを考慮すると，式 (3)の右辺は，行
列 Ae を用いて

min. m+ n− (dimX + dimY )

s.t. Ae(X,Y ) = {0} (e ∈ E),

X : Fm のベクトル部分空間,

Y : Fn のベクトル部分空間, (4)

と書き直すことができる．ここで，体 F 上の行列 B

に対して，B(X,Y ) := {x�By | x ∈ X, y ∈ Y } と
している．よって，rankAG が問題 (4)の最適値と等
しい，という最大最小定理が得られる．つまり，問題
(4)は，行列 AG のランクを求める問題の双対問題と
みなせる．
式 (2)で表される Edmonds問題の一般のインスタ

ンス A に対しても同様に “双対問題”を考えよう：

min. m+ n− (dimX + dimY )

s.t. Ai(X,Y ) = {0} (i ∈ [k]),

X : Fm のベクトル部分空間,

Y : Fn のベクトル部分空間. (5)

A = AG のときは，そのランクと問題 (5)の最適値は
一致する．一方，一般の行列 Aに対しては，そのラン
クは問題 (5)の最適値以下になるが，等号が成立しな
い場合がある．すなわち，Edmonds問題と問題 (5)と
の間に弱双対性は成り立つが強双対性は成り立たない．
では “双対問題”(5)の最適値は，行列 Aの何と対応

しているのだろうか？ Fortin and Reutenaur [8]は，
問題 (5) の最適値が A の非可換ランク nc-rankA と
一致することを示した．非可換ランクとは，式 (2)の
行列 A に現れる変数が非可換 (xixj �= xjxi) である
ときの Aの「ランク」である．ここで，「ランク」は，
Fに変数 x1, x2, . . . , xk を付加して得られる（非可換）

1 正整数 k に対して，[k] := {1, 2, . . . , k} とする．

多項式環 F〈x〉における内的ランクとして定義される．
つまり，Aの非可換ランク nc-rankAを

min{r | ∃B ∈ F〈x〉m×r, ∃C ∈ F〈x〉r×n : A = BC}

と定義する．
先の議論から，2部グラフ Gから得られる AG に対

しては，そのランクと非可換ランクは一致する．また，
線形マトロイド交叉問題に対応する行列においても同
様の一致が見られる．一方，一般グラフの最大マッチ
ング問題や線形マトロイドパリティ問題に対応する行
列においては，ランクと非可換ランクが一致しない（ラ
ンクが非可換ランクより真に小さくなる）ことがある．
式 (2) で与えられる A の非可換ランク nc-rankA

を求める問題を非可換 Edmonds 問題 [9] という．
Fortin–Reutenaurの結果より，問題 (5)は非可換 Ed-

monds 問題の双対問題とみなすことができる．この
（弱）双対性から，Edmonds問題は一般グラフの最大
マッチング問題の，非可換 Edmonds問題は最大 2部
マッチング問題の代数的拡張であるといえよう．
近年，Garg et al. [10], Ivanyos et al. [11], Hamada

and Hirai [12, 13]により独立に，非可換 Edmonds問
題が決定的に多項式時間で解けることが示された．彼ら
のアプローチは，それぞれ異なる．Garg et al. [10]は，
Fが有理数体Qまたは複素数体Cのとき，Gurvitz [14]

が提案した作用素 Sinkhornアルゴリズムにより非可換
Edmonds問題が解けることを示した．これは，解析的
なO(min{m,n}ω+4 log(Mkmin{m,n}))時間アルゴ
リズムとなっている．ここで，ωは行列積指数，M は
Aのビット長である．このアルゴリズムは，Sinkhorn
アルゴリズム [15]を用いた完全 2部マッチング存在判
定アルゴリズム [16]の量子的拡張といえる．Ivanyos

et al. [11]は，任意の体で動く，最大 2部マッチング
問題に対する古典的な増加道アルゴリズムのベクトル
空間版とも呼ぶべき多項式時間アルゴリズムを提案し
た（計算時間は陽には解析されていない）．このアル
ゴリズムの詳細な説明は 3 節で行う．Hamada and

Hirai [12, 13]は，任意の体 Fに対して，双対問題 (5)

を多項式回の Fの四則演算で解く解析的なアルゴリズ
ムを提案した．具体的には，問題 (5)をベクトル部分空
間のなすモジュラ束上の劣モジュラ関数最小化問題と
して定式化し，それを連続緩和して得られた CAT(0)

空間（�大域的に曲率が非正の空間）上の凸最適化問題
が解けることと，得られた緩和解から元の問題の最適
解が構成できることを示した．論文 [13]では，F = Q

のときにビット長を入力の多項式サイズに抑えて非可
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図 1 最大 2 部マッチング問題，一般グラフの最大マッチ
ング問題，線形マトロイド交叉，線形マトロイドパリ
ティ，Edmonds問題，非可換 Edmonds問題の関係．
灰色で塗られている問題に対しては，良い特徴づけの
存在と決定的多項式時間可解性が知られている．有向
枝の終点に対応する問題は始点に対応する問題の拡張
である．

換ランクを計算する手法を提案している．
非可換 Edmonds問題が多項式時間可解であること

から，ランクと非可換ランクが一致する行列に対して
は，Edmonds問題が多項式時間で解けることがわかる．
本稿で現れた問題（最大 2部マッチング問題，一般グラ
フの最大マッチング問題，線形マトロイド交叉，線形マ
トロイドパリティ，Edmonds問題，非可換 Edmonds

問題）の関係を図 1に示す．

3. Ivanyos–Qiao–Subrahmanyamのアルゴ
リズム

本節では，Ivanyos et al. [11] が提案したベク
トル空間上の増加道アルゴリズム（Ivanyos–Qiao–

Subrahmanyamのアルゴリズム；以下，IQSアルゴリ
ズム）について概説する．これは，任意の体 Fに対し
て式 (2)の形の行列 Aの非可換ランクを多項式時間で
求めることができる最初のアルゴリズムである．4節
で述べる筆者らが提案したアルゴリズムは，IQSアル
ゴリズムをもとに設計されている．
まず，ベクトル空間上の増加道ともいうべき概念で

あるWong列 [17]を定義する．Ãが Aの各変数に F

の元を代入して得られる F 上の m × n 行列のとき，
Ã ∈ Aと書くことにする．kerL(Ã), kerR(Ã)を，それ
ぞれ Ãの左カーネル，右カーネルとする．すなわち，

kerL(Ã) := {x ∈ Fm | x�Ã = 0},
kerR(Ã) := {y ∈ Fn | Ãy = 0}

である．ベクトル部分空間 X ⊆ Fm の Ãに関する直

交補空間を X⊥
Ã と書く．つまり，

X⊥
Ã := {y ∈ Fn | x�Ãy = 0 (x ∈ X)}

とする．ベクトル部分空間 Y ⊆ Fn に関しても，同様
に Y ⊥

Ã を定義する．(A, Ã)に対する Wong列とは，
X0 = Fm, Yj := (Xj−1)

⊥
Ã , Xj :=

⋂k
i=1(Yj)

⊥Ai を
満たすベクトル空間の列 (X0, Y1, X1, . . . )である．
上記の直交補空間の計算を O(min{m,n}) 回行う

ことで Wong 列の極限 (X∞, Y∞) を求めることがで
きる．Wong 列の極限 (X∞, Y∞) においては X∞ =⋂k

i=1(Y∞)⊥Ai が成り立つことから，(X∞, Y∞) は非
可換 Edmonds問題の双対問題 (5)の制約条件を満た
す．よって，Aの非可換ランクはm+n− (dimX∞+

dimY∞) 以下である．一方，Y∞ = (X∞)⊥Ã も成立
するため，もしX∞ ⊇ kerL(Ã)ならば，Ãのランクが
m+n− (dimX∞ +dimY∞)に等しいことが示せる．
このとき，m+n− (dimX∞ +dimY∞) = rank Ã ≤
rankA ≤ nc-rankA ≤ m+n− (dimX∞ +dimY∞)

より，A の非可換ランクは Ã のランクに等しくな
る．以上の議論より，(A, Ã)に対するWong列の極限
(X∞, Y∞)を計算し，もしX∞ ⊇ kerL(Ã)となるなら
A の非可換ランクとして rank Ã を出力する，という
自然な手続きを設計できる．
この手続きで非可換ランクを計算するためには，

Wong列の極限においてX∞ �⊇ kerL(Ã)となるとき，
rank Ã < rank Ã′ となる Ã′ ∈ A を見つけなければ
ならない．また，そもそも nc-rankA = rank Ã とな
る Ãが存在しなければならない．しかし，一般的には
rank Ã (≤ rankA) < nc-rankAとなるため，そのよ
うな Ãは存在しない．Ivanyos et al. [11]は，行列の
拡大操作によりこれらの問題に対処できることを示し
た．正整数 dに対し，Aの d次拡大 A(d) を

A(d) := A1 ⊗X1 + A2 ⊗X2 + · · ·+ Ak ⊗Xk

と定める．ここで，Xi (i ∈ [k])は d× dの変数行列，
⊗はクロネッカー積を表す．A(d) も式 (2)の形の行列
とみなせることに注意されたい．このとき，Aの非可
換ランクに関して以下の等式が成り立つ [9, 11]:

nc-rankA

= max

{
1

d
rankA(d)

∣∣∣∣ d ≤ min{m, n}+ 1

}
. (6)

また体Fのサイズ |F|が dmin{m,n}+1以上のとき，

rankA(d) = max{rank Ã | Ã ∈ A(d)}
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が成立する．
以上をふまえて，IQSアルゴリズムの概略を述べる：
Step 0: （必要ならば）体の拡大を行い，|F|を十
分大きくする．

Step 1: d := 1とし，A(d) = Aの各変数に Fの
元を代入して得られる行列 Ãを任意にとる．

Step 2: (A(d), Ã) の Wong 列の極限 (X∞, Y∞)

を求める．
Step 3:

• X∞ ⊇ kerL(Ã) のとき，nc-rankA =

(rank Ã)/d と出力してアルゴリズムを終了
する．

• X∞ �⊇ kerL(Ã) のとき，(rank Ã′)/d′ >

(rank Ã)/dとなるような d′ ≤ min{m,n}+
1と Ã′ ∈ A(d′) を見つけ，d← d′, Ã← Ã′

と更新し，Step 2へ戻る．
IQSアルゴリズムにおいて，Step 3の二つ目の行列

の拡大に伴う操作が非常に難解なものとなっている．ま
た，rankA = nc-rankAを満たすAに対しても行列の
拡大を行わなくてはならない．もしそのようなAに対
して，行列を拡大せずに多項式時間で rank Ã′ > rank Ã

なる Ã′ ∈ Aを求められるとすると，ランクと非可換ラ
ンクの一致性判定を行うことが可能になる．非可換Ed-

monds問題の多項式時間可解性により，式 (2)の形の
行列Aのランクと非可換ランクが一致するか否かを多
項式時間で判定できれば，Edmonds問題が多項式時間
で解けることがわかる．つまり，rankA = nc-rankA

を満たす A に対して「行列拡大なし IQSアルゴリズ
ム」を構築することは，Edmonds 問題に対する決定
的多項式時間アルゴリズム構築への新たなアプローチ
方法といえる．

4. 2× 2型分割行列のランクを求める組合せ
的多項式時間アルゴリズム

本節では，体 F上の 2× 2行列 Aαβ と変数 xαβ を
用いて以下のように定義される 2× 2型分割行列 A を
インスタンスとする Edmonds問題，すなわち，Aの
ランクを求める問題を考える：

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11x11 A12x12 · · · A1νx1ν

A21x21 A22x22 · · · A2νx2ν

...
...

. . .
...

Aμ1xμ1 Aμ2xμ2 · · · Aμνxμν

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (7)

2× 2型分割行列は，一般の分割行列の研究 [18]の流

れの中で Iwata and Murota [19]により詳細に研究さ
れており，特に，そのランクは次の最適化問題の最適
値に等しい，という最大最小定理が示されている：

min. 2μ+ 2ν −
μ∑

α=1

dimXα −
ν∑

β=1

dimYβ

s.t. Aαβ(Xα, Yβ) = {0} (α∈ [μ], β∈ [ν]),
Xα, Yβ : F2 のベクトル部分空間. (8)

Iwata–Murotaの最大最小定理は，非可換Edmonds問
題に対する Fortin–Reutenaurの最大最小定理を 2×2

型分割行列において精緻化したものとみなせ，2× 2型
分割行列のランクと非可換ランクが一致することを示
唆する．よって，非可換 Edmonds問題の多項式時間
可解性からただちに，2× 2型分割行列のランクを多項
式時間で計算できることがわかる．しかし，既存のア
ルゴリズムは，体 Fに条件があったり，解析的であっ
たり，（陽に解析されていないこともあるが）計算時間
が遅いものとなっている．また 3節で見たように，非
常に複雑な操作を必要とすることもある．
筆者らは論文 [1]で，2× 2型分割行列のランクを求

める組合せ的かつ（比較的）シンプルなアルゴリズム
を構築した．

定理 1. サイズが 2μ × 2ν の 2 × 2型分割行列 A の
ランクを求める組合せ的な O((μν)2 min{μ, ν}) 時間
アルゴリズムが存在する．

提案アルゴリズムは 2× 2型分割行列に対する行列
拡大なし IQSアルゴリズムとみなせる．われわれは，
以下の観察に基づきアルゴリズムを設計した．
最大 2 部マッチング問題に対する増加道アルゴリ

ズムは，式 (1)の形の行列 AG に対する行列拡大なし
IQSアルゴリズムとみなせる [20]．実際に，2部グラ
フ G = ([m], [n];E) のマッチング I ⊆ E に対して，
ij ∈ I に対応する変数 xij に 1を，ij �∈ I に対応する
変数 xij に 0を代入して得られる行列を ÃI ∈ AG と
する．このとき，(AG, ÃI) に対するWong 列の計算
は，I に対する増加道の（幅優先的な）探索に対応す
る．同様に，線形マトロイド交叉問題に対する増加道
アルゴリズムも行列拡大なし IQSアルゴリズムとみな
せる [20]．
一方，AG に対して通常の（ 3節で述べた）IQSア

ルゴリズムを適用し，Ã ∈ AG を任意にとってきて
Wong列を計算することを考える．Ãに構造がないた
め，Wong列の計算にも得られた極限 (X∞, Y∞)にも
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組合せ的な意味づけを与えることが難しくなる．この
とき，行列を拡大せずにランクが大きくなる Ã′ ∈ AG

を構成できるかはわかっていない．
これらをふまえて，われわれは新たに 2 × 2 型分

割行列に対する「マッチング」を定義し，それに対し
て IQS アルゴリズムを動かすことで，2 × 2 型分割
行列に対する行列拡大なし IQS アルゴリズムを設計
した．
以下では，提案アルゴリズムの概略を述べる．
4.1 マッチング
2 × 2 型分割行列に対してマッチングという概念を

導入し，その性質について述べる．なお，以下では，α,
β, γ という文字をそれぞれ [μ], [ν], [μ]� [ν]上の要素
とみなす．ここで，�は直和を表す．また文脈から明
らかなとき，“α ∈ [μ]”から “∈ [μ]” を省略する．
2部グラフ G := ([μ], [ν];E) を E := {αβ | Aαβ �=

O}と定義する．枝部分集合 I ⊆ E に対して，I に含
まれない枝 αβ に対応するAの部分行列Aαβ を 2× 2

零行列に変えて得られる行列を AI と書く．
枝集合 I ⊆ E がマッチングであるとは，任意の

αβ ∈ I に対して

rankAI > rankAI\{αβ} (9)

を満たすことと定義する．また，I が最大マッチングで
あるとは，任意のマッチング I ′ に対して，rankAI ≥
rankAI′ となることをいう．これは，rankAI =

rankA となることと等価である．一般の分割行列に
対しても，同様にしてマッチングを定義できることに
注意されたい．2 部グラフ G に対応する行列 AG は
1× 1型分割行列（式 (7)内の Aαβ を 1× 1行列とし
た行列）とみなせる．このとき，上記のマッチングの
定義は 2部グラフにおける通常のマッチングの定義と
一致する．
われわれは，2× 2型分割行列に対しては
• 与えられた枝集合がマッチングか否かの判定
• マッチング I に対する rankAI の計算

を多項式時間で行えることを示した．よって，2×2型
分割行列 Aのランクを求める問題は，最大マッチング
I を求める問題に帰着できる．
4.1.1節で，与えられた枝集合がマッチングか否かの

判定が多項式時間でできること，4.1.2節で，マッチン
グ I に対して rankAI の計算が多項式時間でできるこ
とを見る．

4.1.1 マッチングの特徴づけ
本節では，枝部分集合 I ⊆ E がマッチングであるこ

との特徴づけを与えることで，与えられた枝集合がマッ
チングか否かを多項式時間で判定できることを確認す
る．I に対して，Gの部分グラフ ([μ], [ν]; I)を単に I

と書く．グラフ I における頂点 γ の次数を degI(γ)と
書く．
特徴づけは四つの条件 (Deg), (Path), (Cycle), (VL)

からなる．
(Deg) 任意の頂点 γ に対して，degI(γ) ≤ 2 と
なる．

I が次数条件 (Deg)を満たすとき，I の各連結成分は
パスもしくはサイクルとなる．よって，I は 2彩色可
能，すなわち，隣接する枝同士が異なるクラスに属す
るように枝を二つのクラス（+-枝と−-枝）に分けるこ
とができる．以下では，上記のように I 内の枝を +-

枝と −-枝に分けたとする．
(Path), (Cycle) はそれぞれ I 内のパス，サイクル

に関する条件である．rankAαβ = kのとき，αβ ∈ E

を rank-k枝とよぶ．
(Path) I における任意のパスにおいて，その両端
は rank-1枝である．

(Cycle) I における任意のサイクルは，rank-1 +-

枝と rank-1 −-枝を含む．
(Deg), (Path), (Cycle)は I に関する組合せ的な条

件であった．最後の (VL)は代数的な条件である．
(VL) 各頂点 α, βに対し，以下を満たすような異な
る二つの 1次元ベクトル部分空間 U+

α , U−
α ⊆ F2,

V +
β , V −

β ⊆ F2 が存在する：任意の枝 αβ ∈ I に
対し，

(kerL(Aαβ), kerR(Aαβ))

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
(U+

α , V +
β ) if αβ は rank-1 +-枝,

(U−
α , V −

β ) if αβ は rank-1 −-枝,

(10)

Aαβ(U
+
α , V −

β ) = Aαβ(U
−
α , V +

β ) = {0}, (11)

が成り立つ．
式 (10) より，rank-1 +-枝 αβ の両端点 α, β では
U+

α , V +
β が一意に定まる．さらに，αからのびる rank-

2パス (α = α0β1, β1α1, . . . )に沿って式 (11)を満た
すように V −

β1
, U+

α1
, . . . が一意に定まる．同様の議論か

ら，(Deg), (Path), (Cycle)を満たす I において，次数
が 2の頂点では式 (10), (11)が成立する U+

α , U−
α（もし

くは V +
β , V −

β ）は一意に定まる．(VL)とは，「そのよう
に定まった 1次元ベクトル部分空間 U+

α , U−
α , V +

β , V −
β

において，U+
α �= U−

α , V +
β �= V −

β となる」ことを要請
する条件である．
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定理 2. 枝部分集合 I がマッチングである必要十分条
件は，I が (Deg), (Path), (Cycle), (VL) を満たすこ
とである．

条件 (Deg), (Path), (Cycle), (VL)が成り立つかの
確認は多項式時間でできるため，枝部分集合 I がマッ
チングか否かの判定も多項式時間でできる．

4.1.2 行列 AI のランクに関する組合せ的な式
マッチング I に対応する行列 AI のランクに関す

る組合せ的な式を与える．枝 αβ ∈ I が degI(α) =

degI(β) = 1を満たすとき，独立しているという．

r(I) := |I |+（I に含まれる独立した rank-2枝の本数）

と定義すると以下が成立する．

定理 3. I がマッチングのとき，rankAI = r(I)が成
り立つ．

定理 3より，マッチング I が与えられたとき，対応
する行列のランク rankAI は簡単に計算できる．
定理 3と Iwata–Murotaの最大最小定理から，組合

せ的な量と代数的な量をつなげる最大最小定理がただ
ちに得られる：

系 4.

max{r(I) | I : マッチング } =
min. 2μ+ 2ν −

∑
α

dimXα −
∑
β

dimYβ

s.t. Aαβ(Xα, Yβ) = {0} (αβ ∈ E),

Xα : F2 のベクトル部分空間,

Yβ : F2 のベクトル部分空間.

定理 3 と系 4 より，マッチング I に対して，
Aαβ(Xα, Yβ) = {0} と r(I) = 2μ + 2ν −∑

α dimXα −∑
β dimYβ を満たす Xα, Yβ が存在す

るとき，I が最大マッチングであることが保証される．
このような (Xα, Yβ)を I の最適性証拠と呼ぶ．

4.2 増加空間道アルゴリズム
本節では 2× 2型分割行列 Aの最大マッチング I を

求めるアルゴリズムの概略を述べる．詳しくは論文 [1]

を参照されたい．
I をマッチングとする．提案アルゴリズムは，
• I の最適性証拠 (Xα, Yβ)か，I に対する増加空間
路 P のどちらか一方を見つける O(μν)時間アル

ゴリズム
• I とそれに対する増加空間路P から，r(I ′) > r(I)

なるマッチング I ′ を得る O((μν)2)時間アルゴリ
ズム

の二つから構成されている．前者は，IQSアルゴリズ
ムにおけるWong列の計算に対応するが，以下の点で
異なる．まず，Wong列の計算が「幅優先的な（同期
的な）増加道探索」であるのに対し，本アルゴリズム
は「幅優先とは限らない（非同期的な）増加道探索」で
ある．また，マッチング構造をうまく利用することで，
2× 2行列 Aαβ に対する直交操作と組合せ的な議論の
みから増加道探索を行っている．増加空間路は，2 部
グラフ G上の路上の各頂点に F2 のベクトル部分空間
が付随するものである．正式な定義は本稿では割愛す
る．後者は，IQSアルゴリズムにおける行列の更新に
対応するが，Aが 2× 2型分割行列であることと I が
マッチングであることを利用し，行列拡大操作は行わ
ず，組合せ的な操作のみで I の更新を行っている．
アルゴリズムの全体像は以下である．I := ∅と初期

化する．
Step 1: Iの最適性証拠 (Xα, Yβ)を見つけたとき，

rankA = r(I)と出力してアルゴリズムを終了す
る．そうでないとき，I に対する増加空間道P を
得る．

Step 2: P を用いて，r(I ′) > r(I)となるマッチ
ング I ′ を求める．I ← I ′ と更新し，Step 1 に
戻る．

Step 1は O(μν)時間，Step 2は O((μν)2)時間かか
るので，1 反復に O((μν)2) 時間かかる．反復回数は
高々 rankA = O(min{μ, ν})回なので，アルゴリズム
全体の計算時間は O((μν)2 min{μ, ν})となる．

5. おわりに

本稿では，最大 2部マッチング問題の代数的拡張と
して，Edmonds 問題と非可換 Edmonds 問題を紹介
した．特に，非可換 Edmonds問題の多項式時間可解
性と IQSアルゴリズム，さらに，2× 2型分割行列の
ランクを求める組合せ的多項式時間アルゴリズムにつ
いて概略を述べた．
最後に，最大重み完全 2部マッチング問題などの重

み付き組合せ最適化問題の代数的拡張である重み付き
Edmonds問題や重み付き非可換 Edmonds問題 [21]

を紹介して本稿を締める．重み付き Edmonds問題で
は，変数 x1, x2, . . . , xk に加え，重みを表現する変数
tが導入されており，体 F(x1, x2, . . . , xk, t)上の行列
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A(t)の（tに関する）行列式次数を求める問題として
定式化されている．また，重み付き非可換 Edmonds

問題は，上記の設定に加え，変数 x1, x2, . . . , xk は非
可換，tは x1, x2, . . . , xk と可換な変数とした行列の行
列式次数を求める問題である．近年，重み付き非可換
Edmonds問題の擬多項式時間可解性が示され [21, 22],

さらに特殊な行列クラスに対する強多項式時間アルゴ
リズムも提案されている [23]．また，筆者は 4節で述
べたアルゴリズムを拡張することで，2 × 2 型分割多
項式行列の行列式次数を求める組合せ的強多項式時間
アルゴリズムを設計した [24]．
Edmonds問題や重み付き（非可換）Edmonds問題

といった「代数的組合せ最適化問題」の計算複雑度の
解明は，今後の重要な課題である．
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