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束上の劣モジュラ関数最大化
前原　貴憲

機械学習分野において単調劣モジュラ集合関数最大化問題が盛んに研究されている．これは単調劣モジュラ関
数が情報量の数学的モデルとなっているため，データ要約を単調劣モジュラ関数最大化問題に定式化できるから
である．ところで，集合関数を考えるというのは，暗黙にデータは構造をもたないただの集合である，と考えて
いることになる．しかし，実際は集合よりも複雑な構造をもつデータを扱うこともあり，その際には複雑な構造
上の単調劣モジュラ関数最大化理論が必要となる．本記事ではデータが束の構造をもつ問題に注目し，束上の単
調劣モジュラ関数を最大化する問題を紹介する．
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1. はじめに

劣モジュラ集合関数 (submodular set function) と
は集合 E の部分集合を受け取って実数を返す関数
f : 2E → R であって，任意の X,Y ⊆ E について
以下の不等式を満たすもののことをいう：

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ). (1)

この条件は劣モジュラ性 (submodularity) と呼ばれ
ている．劣モジュラ性は限界効用逓減性 (diminishing

return property)と呼ばれる以下の条件と同値となる：
任意の X ⊆ Y (⊆ E) および e ∈ E について以下の
不等式を満たす：

f(X ∪ {e}) − f(X) ≥ f(Y ∪ {e}) − f(Y ). (2)

劣モジュラ性および限界効用逓減性は組合せ最適化・
ゲーム理論・経済学などの幅広い分野において自然に
出現する性質であり，これまでにさまざまな観点から
研究が行われてきた．
機械学習分野では 2010 年ごろから劣モジュラ集合

関数を最大化する問題が活発に研究されている．機械
学習では「手元にあるデータを使ってモデルを学習す
ることにより，まだ手元にないデータに対する性能（汎
化性能）を向上させること」を目指す．汎化性能を向
上させるための基本的な方針に「与えられたデータを
要約して使う」というものがある．手元のデータを直
接使ってしまうと手元のデータに特化（過学習）した
モデルが得られてしまうかもしれないが，一度要約を
経由すればその危険性が減らせるため，より汎化性能
の高いモデルが得られるだろう，というアイデアであ
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る．最も素朴なデータ要約法は「データの部分集合を
選び出す」ことであろう．f(X) でデータ X の「情報
量」をあらわすことにすると，データ要約問題は適当
な条件，たとえば要素数が一定以下といった条件のも
とで f(X) を最大化する問題に定式化できる．さて，
情報量関数 f はどのような性質をもつ関数だろうか．
典型的には以下の性質を期待できそうである．

• データが増えると情報も増える：X ⊆ Y ならば
f(X) ≤ f(Y ).

• データ量が少ないところに新データが加わったとき
の情報量増分は，データ量が多いところに新データ
が加わったときの情報量増分よりも大きい：X ⊆ Y

ならば f(X ∪{e})−f(X) ≥ f(Y ∪{e})−f(Y ).

前者は単調性 (monotonicity) であり，後者はまさに
劣モジュラ性・限界効用逓減性である．すなわち，機械
学習分野では単調劣モジュラ関数最大化問題は「デー
タを要約する問題」の数理モデルと認識されており，現
在でも活発に研究が行われている．
データ要約の問題を単調劣モジュラ関数最大化問題

にモデル化する最大の恩恵は近似アルゴリズムの存在
である．一般に，単調劣モジュラ関数最大化問題は NP

困難であるが，さまざまな制約下で近似アルゴリズムが
構築できる．たとえば要素数制約であれば単純な貪欲
法によって 1− 1/e ≈ 0.632 近似が達成できるし [1]，
ナップサック制約であれば部分列挙と貪欲法を組み合
わせた手法で 1 − 1/e 近似が達成できる [2]．マトロ
イド制約であれば貪欲法を連続化した手法で 1− 1/e

近似が達成できる [3]．
ところで，データ要約問題を劣モジュラ集合関数最

大化問題で定式化するということは，暗黙に「データは
ただの集合であって特別な構造をもっていない」と仮
定していることになる．しかし，機械学習で扱うデー
タは何かしらの構造をもっていることがあり，そのよ
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うな場合にはこの仮定が妥当でないことになる．たと
えば，同じデータが繰り返し現れるような状況では集
合の代わりに多重集合を考えてデータの出現回数を情
報として取り入れたほうがよいだろうし，文字列や時
系列といったデータでは順序構造に着目するのが自然
であろう．このような構造をもったデータの要約問題
を数理的に扱う場合に，単純に劣モジュラ集合関数の
理論を適用するのではなく，もっと構造に寄り添った
新しい関数クラスを導入し，それに対して近似アルゴ
リズムを導出する，というものが最近の機械学習分野
における劣モジュラ最大化の研究の一つのスタイルと
なっている．
このスタイルの研究の一番面白い（そして難しい）部

分は，「良い関数クラス」を定義する部分にある．理想
的な関数クラスは以下の三つの条件をすべて満たすも
のである．
1. 具体的な応用問題を表現できる．
2. 近似アルゴリズムを導出できる．
3. 数学的な広がりがある．
実際に手を動かしてみるとわかるが，一つ目の条件と
二つ目の条件のどちらか一方だけを満たす関数クラス
を作るのはそれほど難しくない．一方で，両方を満た
すような定義を作るのはそれほど簡単ではなく，多く
の試行錯誤が必要となる．三つ目の条件を満たすのは
さらに難しいが，具体的な問題を一つ解くだけならわ
ざわざ関数クラスを導入する必要はないので可能な限
り追求したい条件といえる．
さて，最近われわれの研究グループは束 (lattice) 上

の劣モジュラ関数最大化を研究している．機械学習で
扱うデータの中には順序構造をもつものが少なからず
存在しており，それらを数学的にうまく表現しようとす
ると自然な形で束が出現する．われわれはこれまで分
配束およびモジュラ束に対する適当な関数クラスを考
えて近似アルゴリズムの構築に成功した．また，この
理論はより深い数学的理論につながることが期待でき
る状況にある．本稿ではこの理論を簡単に紹介したい．

2. 束と束劣モジュラ性

束は順序集合 (L,≤)であって，任意の 2元 X,Y ∈ L
について最小上界 X ∨ Y = inf{Z ∈ L : Z ≥ X,Z ≥
Y } および最大下界 X ∧ Y = sup{Z ∈ L : Z ≤
X,Z ≤ Y } が存在するもののことをいう．以下では
束は常に最小元・最大元をもつとする．最小元を ⊥ で
あらわし，最大限を � であらわすことにする．
最も基本的な束はブール束 (boolean lattice) と呼ば

れる，集合 E の部分集合全体が包含関係についてなす
束 (2E ,⊆)であろう．ブール束では最小上界X∨Y と
最大下界 X∧Y はそれぞれ集合の合併 X∪Y と共通部
分 X ∩Y に対応する．最小元は空集合であり，最大元
は全体集合である．その他の重要な束の例に線型空間
束 (vector space lattice)と呼ばれる，線型空間 V の部
分空間全体が包含関係についてなす束 (L,⊆) がある．
線型空間束では最小上界X∨Y は線型包 span(X∪Y )

であり，最大下界 X ∧ Y は線型空間の共通部分空間
X ∩Y に対応する．最小元はゼロだけからなる部分空
間であり，最大元は全体空間である．
実は「束上の劣モジュラ関数」は古くから研究が行わ

れてきたコンセプトであり，特に新しいものではない．
束 L 上の関数 f : L → Rが束劣モジュラ関数 (lattice

submodular function) であるとは，任意の X,Y ∈ L
について以下の不等式が成り立つことをいう [4]．

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∨ Y ) + f(X ∧ Y ). (3)

なるほど，この関数クラスに対して近似アルゴリズム
を導くのがこの研究の目標なのか，と思うかもしれな
いが，実はそれはあまりうまくいかない．多くの機械
学習的応用で必要となるのは劣モジュラ性そのもので
なく限界効用逓減性である．これらは集合関数におい
ては同値となるが，一般の束ではそもそも限界効用逓
減性をどう定義するかが自明でなく，素朴に定義する
と限界効用逓減性と同値にならない．
このような考えのもと，機械学習分野では限界効用逓

減性に注目した劣モジュラ関数風の関数クラスである
DR 劣モジュラ関数 (DR submodular function) が導
入された．ここで DR は限界効用逓減 (diminishing

return) の頭文字である．この研究の目標は，一言で
言えば「うまく束上で DR 劣モジュラ関数を定義する
こと」になる．

3. 整数格子上の DR劣モジュラ関数

一般の束上の DR 劣モジュラ関数に進む前に，まず
は具体的な束である整数格子 (integer lattice) での定
義を見ておこう．DR 劣モジュラ関数はもともとこの
空間で導入されたものである．
非負整数の集合を N であらわす．有限集合 E で

添字づけられた非負整数ベクトル全体の集合 N
E を

整数格子という．整数格子上の関数 f : NE → R が
DR 劣モジュラ [5] であるとは，任意の X ≤ Y なる
X,Y ∈ N

E および任意の i ∈ E について
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f(X + ei)− f(X) ≥ f(Y + ei)− f(Y ) (4)

が成り立つことをいう．ここで ei は i 成分のみが 1

の単位ベクトルである．関数 f がDR 劣モジュラであ
れば f は束劣モジュラになるが，しかしこの逆は成立
しない．DR劣モジュラ関数は比較的扱いやすい関数
クラスであり，成分ごとの不等式制約のもとで 1−1/e

近似が達成できる [5]．
さて，次節から分配束およびモジュラ束に対するDR

劣モジュラ関数最大化の理論を紹介する．これらの束
に DR 劣モジュラ関数を定義する際にはもちろん整数
格子における DR 劣モジュラ関数の定義を参考にする
のだが，整数格子に対する DR 劣モジュラ性の定義に
はベクトルの足し算という整数格子特有の演算が利用
されているので，そのままでは拡張できない．この部
分をどのように一般化するかが最初の課題となる．

4. 分配束上の DR劣モジュラ関数

文書要約問題 (document summarization problem)

とは，複数の文から構成されている文書が与えられた
とき，いくつかの文を選び出すことで文書の要約を作
る問題である．文書中の文全体を D であらわし，文
の集合 X ⊆ D の「情報量」を f(X) であらわせば，
この問題は次の形で記述できる．

maximize f(X)

subject to |X| ≤ k,

X ⊆ D.

(5)

f としてさまざまなモデルが考えられており，それら
のいくつかは単調劣モジュラ集合関数となる [6]．その
ような場合について文章要約問題は単調劣モジュラ集
合関数最大化問題となる．
さて，現実の文書ではしばしば文同士が論理的な関

係をもっており，「文 b がなければ文 a は理解できな
い」といったことが生じる．このような関係に違反し
ないように要約を作ることを考えよう．この問題は有
向非巡回グラフ (DAG)を用いると綺麗に表現できる．
文 b がなければ文 a が理解できないとき，a から b に
枝を引いて D を DAG とみなす．すると，論理関係
に違反しない文の集合 X は「a ∈ X のとき a から到
達可能な頂点はすべて X に含まれる」という性質を
もつものとして特徴づけられる．このような集合を下
側閉集合 (downward closed set) という．つまり，わ
れわれの解くべき問題は以下となる．

maximize f(X)

subject to |X| ≤ k, X は下側閉集合,

X ⊆ D.

(6)

この問題を解きたいのだが，下側閉集合という制約を
どう扱えばよいかはあまり自明でない．そこで，ここ
では下側閉集合全体が束をなすことに注目する．下側
閉集合 X, Y について X ∪ Y および X ∩ Y もまた
下側閉集合となる．すなわち下側閉集合全体は包含関
係で束をなす．この束を L(D) と書けば，上の問題の
下側閉集合制約を見た目上外すことができて

maximize f(X)

subject to |X| ≤ k,

X ∈ L(D)

(7)

となる．
(7) に現れた束 L(D) は分配束 (distributive lat-

tice) をなす．ここで分配束とは束であって，任意の
X,Y ∈ L について

(X ∨ Y ) ∧ Z = (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z) (8)

が成立するもののことをいう．上で述べたように任意
の DAG について下方閉集合全体は分配束をなす．逆
に，任意の分配束は適当な DAG D について L(D) と
同型になる．そこで，ここからは文書要約問題を離れ
て一般の分配束に対する最大化問題を考えることにし
よう．
まず，いくつかの用語を導入しよう．X ∈ L の高

さ (height) とは，下限 ⊥ ∈ L から X までの（束を
DAGと思ったときの）距離のことをいう．分配束では
この距離は経路に依存しないことが証明できる．X の
高さを（記号を濫用して）|X| であらわす．E ∈ L が
join 既約 (join irreducible) であるとは E = E1 ∨E2

と書いたとき E = E1 または E = E2 が成り立つこ
とをいう．ブール束におけるシングルトン {e} は join

既約元である．また，整数格子における単位ベクトル
の定数倍 kei も join 既約元である．以下では可読性
のため束上の一般の元は大文字 X であらわし，join

既約元を小文字 e であらわすことにする．join 既約元
e が X ∈ L に対して許容的 (admissible) であるとは
|X ∨ e| = |X| + 1 が成り立つことをいう．X に対し
て許容的な既約元全体を adm(X) であらわす．
以上の準備のもと，分配束上の DR 劣モジュラ関数

は次のように定義される．
定義 1（Gottschalk and Peis [7]）. 関数 f : L → Rが
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束 DR 劣モジュラ関数 (lattice DR submodular func-

tion) であるとは，任意の X ≤ Y なる X,Y ∈ L お
よび任意の a ≤ b なる a ∈ adm(X), b ∈ adm(Y ) に
ついて

f(X ∨ a)− f(X) ≥ f(Y ∨ b)− f(Y ) (9)

が成り立つことをいう．
ブール束において束 DR 劣モジュラ性は通常の集合

関数に対する劣モジュラ性・限界効用逓減性と一致す
る．また，整数格子を成分ごとの不等式で束と思った
ものにおいて束 DR 劣モジュラ性は整数格子に対する
通常の DR 劣モジュラ性と一致する．
束 DR 劣モジュラ関数を高さ制約のもとで最大化す

るのは難しくない．Gottschalk and Peis [7] は以下の
結果を得た．
定理 2（Gottschalk and Peis [7]）. 分配束において
高さ制約つき単調束 DR 劣モジュラ関数最大化問題は
1− 1/e 近似可能．
この定理の証明は劣モジュラ集合関数に対する貪欲

法の近似率評価を「束に一般化」することで得られる．
証明を見るとこの気持ちが伝わると思うので，以下に
簡単に証明を示す．
証明. 初期解 X0 = ⊥ から初めて毎ステップで許容
的な要素のうち最も関数値が大きくなるものを追加し
ていくアルゴリズム（貪欲法）を考える．このアルゴ
リズムの近似率を評価しよう．
最適解を X∗ とし，貪欲法の i ステップ目の解を

Xi とする．Xi ≤ X∗ ∨Xi なので Xi から X∗ ∨Xi

に至る鎖 Xi = X0
i < X1

i < · · · < Xl
i = X∗ ∨Xi が

とれる．ここで各 p について Xp
i = Xp−1

i ∨ bp なる
bp ∈ adm(Xp−1

i ) が存在する．最適解と i ステップ目
の解のギャップを望遠鏡和に展開して

f(X∗)− f(Xi) ≤ f(X∗ ∨Xi)− f(Xi)

≤
l∑

p=1

(
f(Xp

i )− f(Xp−1
i )

)
(10)

を得る．いま，bp 以下にある ap ∈ adm(Xi) を任意
にとる．分配束ではそのようなものは常に存在するこ
とに注意する（bp 以下の join 既約元であって Xi に
含まれておらず，一番高さが低いものをとればよい）．
すると，束 DR 劣モジュラ性より

f(Xp
i )− f(Xp−1

i ) ≤ f(Xi ∨ ap)− f(Xi)

≤ f(Xi+1)− f(Xi) (11)

となるため，l ≤ k とあわせて

f(X∗)− f(Xi) ≤ k (f(Xi+1)− f(Xi)) (12)

となる．以下この不等式を整理すれば f(Xi) ≥ (1 −
1/e)f(X∗) を得る．
この証明は数式だけを見ると単調劣モジュラ集合関

数に対する証明 [1]と全く一致している．集合の場合
に素朴に行っていた操作を「分配束だからこういうこ
とができる」と逐一確認していくのがこの証明でやっ
ていることの本質といえる．
高さ制約以外の制約としてナップサック制約がよく

調べられている．c : L → Rが束モジュラ関数 (lattice

modular function) であるとは c と −c がともに束劣
モジュラ関数であることをいう．c ≥ 0 なる単調束モ
ジュラ関数 c および B ≥ 0 について c(X) ≤ B と書
ける制約をナップサック制約と呼ぶことにする．この
とき，以下が証明できる．
定理 3（Gottschalk and Peis [7]）. P �= NP の仮定
のもと，分配束上のナップサック制約つき単調束 DR

劣モジュラ関数最大化問題は定数近似不可能．
一方，c に「整合的」という条件を貸すと近似が可

能となる（整合的の定義は省略する）．劣モジュラ集合
関数に対する部分列挙・貪欲法 [2]を拡張することで
以下の結果が得られる．
定理 4（Nakashima and Maehara [8]）. 分配束上の
整合的なナップサック制約つき単調束 DR 劣モジュラ
関数最大化問題は 1/3 近似可能．
ごく最近われわれはこの結果を改善し，複数ナップ

サック制約に対するより良い近似率のアルゴリズムの
構築に成功した．
定理 5（Maehara et al. [9]）. O(1) 個の整合的なナッ
プサック制約つき単調束 DR 劣モジュラ関数最大化問
題は 1− 1/e− o(1) 近似可能．
この結果は複数ナップサック制約に対する連続貪欲

法 [10] を分配束に拡張することで得られたものであ
る．分配束は局所的にブール束を張り合わせたものと
して表現できる．各ブール束に対する連続拡張として
集合の場合と同様に超立方体をとれば，分配束全体の
連続拡張は超立方体を複数張り合わせたものとなる．
この構造をメディアン複体 (median complex) という
（図 1）．メディアン複体上で連続貪欲法が動くことを
示すには，任意の 2点 x ≤ y について x から y への
「良い経路」の存在を示す必要がある．この経路はメ
ディアン複体上に一意に存在する特殊な L1 測地線で
あり，メディアン複体が「束 DR 劣モジュラ関数最大
化と相性の良い測地的構造」をもつことを示している．
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図 1 分配束の連続拡張．左図が分配束の DAG 表現，右図
の太線部・斜線部が対応するメディアン複体．メディ
アン複体では 1 次元複体と 2 次元複体が一点で接し
ている．

なお，ナップサック制約が整合的という条件は，制約
領域がこの測地的構造のもとで測地的凸になるための
十分条件である．
束の連続拡張を考えるのは劣モジュラ関数最小化の

文脈でも行われてきた [11]．しかし，最小化と最大化
では異なる連続拡張が行われるため，それに応じた異
なる幾何的構造が出現する．最大化で現れる幾何的構
造にはわかっていない部分が多く，今後の重要な研究
課題だと考えている．

5. モジュラ束上の劣モジュラ関数

主成分分析 (principal component analysis) はデー
タ分析の最も基本的な手法の一つである．ベクトル空
間 V の元 v1, . . . , vN ∈ V が与えられたとき，V の
低次元部分空間 X であってこれらを最もよく近似す
るもの，すなわち，

f(X) :=

N∑

i=1

‖ΠXvi‖2 (13)

を最大化する X を求める問題が主成分分析である．こ
こで ‖ · ‖ はユークリッドノルム，ΠX は部分空間 X

への射影をあらわす．
この問題は自然に束上の最適化問題として表現でき

る．L(V ) を V 上の部分空間全体とすると L(V ) は
部分空間の包含関係によって束をなす．この束におけ
る X ∈ L(V ) の高さは X のベクトル空間としての
次元と一致するので，主成分分析は以下の形で記述で
きる．

maximum f(X)

subject to |X| ≤ k,

X ∈ L(V ).

(14)

この問題は特異値分解もしくは貪欲法によって最適に
解くことができる．

主成分分析は劣モジュラ性と無関係に思えるかもし
れないが，われわれは主成分分析が貪欲法で解けるこ
とに注目して劣モジュラ関数との関係を見出そうと考
えた．もし主成分分析を束上の劣モジュラ最大化問題
と見なすことができれば，より複雑な目的関数や束に
対しても近似アルゴリズムを構築できるかもしれない，
という期待があった．
まず，束構造に着目しよう．部分空間全体の束 L(V )

はモジュラ束 (modular lattice)をなす．ここでモジュ
ラ束とは束であって，任意の X ≤ Y なる X,Y ∈ L
および W ∈ L について

(X ∨W ) ∧ Y = X ∨ (W ∧ Y ) (15)

が成立するもののことをいう．分配束はモジュラ束で
ある．
モジュラ束に対しても束 DR 劣モジュラ性はその

まま定義できるが，この定義はわれわれの用途には不
十分である．f(X) を主成分分析の目的関数とし，v,

X,Y, a, b を次のようにおく．
• v1 = (1, 0); f(X) = ‖ΠXv1‖2,
• X = 0,

• Y = span{(0, 1)},
• a = b = (ε/

√
1 + ε2, 1/

√
1 + ε2).

ただし ε > 0 は非常に小さな数とする．このとき

f(X ∨ a)− f(X) = Θ(ε), (16)

f(Y ∨ b)− f(Y ) = 1 (17)

となり，束 DR 劣モジュラ性は（近似の意味ですら）
成り立たず，主成分分析はこの枠組みでは表現できな
い．このようなことが起きるのは次の理由による：a

はほぼ v1 に直交しているため，上の第一式のように
限界効用は非常に小さな値となる．一方，二つ目の不
等式においても Y と b は v1 にほぼ直交しているの
で限界効用は小さくなって欲しいと思うのだが，Y ∨ b

は線型包のせいで全空間を張ってしまうため，元のほ
ぼ直交していたという性質は失われ，限界効用が大き
くなってしまう．すなわち，この問題は Y ∨ b に Y で
も b でもない要素が入ってくる，というモジュラ束の
閉包的な性質に由来するものといえる．
この問題を解決するにはモジュラ束を念頭に置いた

新しい DR 劣モジュラ性を定義することが必要とな
る．a, a′ ∈ adm(X) が X ∨ a = X ∨ a′ を満たすと
き a = a′ mod X と書く．この関係は同値類をなす．
[a]X で a を含む同値類をあらわすことにする．
定義 6（Nakashima and Maehara [8]）. モジュラ束
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L 上の関数 f : L → R が下向き DR 劣モジュラ関数
(downward DR submodular function) であるとは，
任意の X ≤ Y および任意の b ∈ adm(Y ) についてあ
る b′ ∈ [b]Y が存在し，任意の a ≤ b′ なる a について

f(X ∨ a)− f(X) ≤ f(Y ∨ b)− f(Y ) (18)

が成立することをいう．
定義 7（Nakashima and Maehara [8]）. モジュラ束
L 上の関数 f : L → R が上向き DR 劣モジュラ関数
(upward DR submodular function) であるとは，任
意の X ≤ Y および任意の a ∈ adm(X) についてあ
る a′ ∈ [a]X が存在し，任意の a′ ≤ b なる b について

f(X ∨ a)− f(X) ≤ f(Y ∨ b)− f(Y ) (19)

が成立することをいう．
上向きと下向きを特に区別せずに言及するとき，単

に方向付き DR劣モジュラ (directional DR submod-

ular) と呼ぶ．下向き DR 劣モジュラかつ上向き DR

劣モジュラであっても束 DR 劣モジュラになるとは限
らない．分配束では DR 劣モジュラ性，下向き DR 劣
モジュラ性，上向き DR 劣モジュラ性はすべて一致す
るので，これらの新しい概念は分配束における DR 劣
モジュラ性の一般化になっている．
主成分分析の目的関数は下向き DR 劣モジュラかつ

上向き DR 劣モジュラとなることが証明できる [8]．
すなわち，主成分分析はモジュラ束における方向付き
DR 劣モジュラ関数最大化問題である．より一般に，
任意の非負単調凹関数 ρ について

f(X) :=
N∑

i=1

ρ(‖ΠXvi‖2) (20)

は方向付き DR 劣モジュラ関数となる．この関数は大
きなノルムの寄与を軽減するように修正した主成分分
析の目的関数と見ることができ，外れ値に強いロバス
ト主成分分析に利用できる．
さて，方向付き DR 劣モジュラ関数に対しても次の

近似アルゴリズムが得られる．どちらも証明は難しく
なく，分配束のときに示したのと同じように集合版の
証明をモジュラ束の性質を使いながら一行一行追いか
けていけば得られる．
定理 8（Nakashima and Maehara [8]）. モジュラ束
において高さ制約つき単調方向付き DR 劣モジュラ関
数最大化問題は 1− 1/e 近似可能．
定理 9（Nakashima and Maehara [8]）. モジュラ束
において整合的なナップサック制約つき単調方向付き

DR 劣モジュラ関数最大化問題は 1/3 近似可能．
モジュラ束に対する連続拡張は未だ得られていない．

どのような幾何的構造を考えればよいかを明らかにす
るのはこの分野の重要な未解決問題といえる．
方向付き DR 劣モジュラ関数は主成分分析を劣モ

ジュラ最大化の文脈で捉えるために導入した新しいク
ラスであるが，最近，この関数クラスと束上のマトロ
イドの関係がわかってきた．マトロイド (matroid) は
ベクトルの線型独立性を抽象化した数学的構造であり，
増加公理・交換公理・ランク公理などさまざまな同値
な公理によって特徴づけできる [12]．マトロイドを束
に一般化したものはスーパーマトロイド (superma-

troid) と呼ばれている [13]．束 L の部分集合 I が
スーパーマトロイドであるとは，任意の X ∈ Lについ
て {I ∈ I : I ≤ X} の極大元がすべて同じ高さをもつ
ことをいう．スーパーマトロイドがどのような公理で
特徴づけられるかを明らかにするのは重要な問題と認
識されており [14]，分配束上では Barnabei et al. [15]

によって，凸幾何（下側局所分配束）においては Fu-

jishige et al. [16] および Sano [17] によって特徴づけ
が与えられてきた．
われわれはモジュラ束上のスーパーマトロイドについ

て，ランク関数 (rank function)を用いた次の特徴づけ
を与えた．I のランク関数 r(X)を r(X) = max{|I | :
I ∈ I : I ≤ X} で定義する．
定理 10（Maehara and Nakashima [18]）. モジュラ
束において I がスーパーマトロイドであることと，ラ
ンク関数が以下の 3条件を満たすことは同値．
1. r(⊥) = 0，
2. X ′ > X かつこれらの間の距離が 1 のとき

r(X ′)− r(X) ∈ {0, 1}，
3. r(X) は下向き DR 劣モジュラ．
ここで条件 3は上向き DR 劣モジュラに置き換えても
成立する．
この結果は方向付き DR 劣モジュラ関数が単に最

適化しやすいクラスの関数というだけではなく，数学
的に深い背景をもつ関数クラスであることを示唆して
いる．

6. おわりに

本稿では機械学習の問題を動機として，束上の劣モ
ジュラ関数最大化の理論を概説した．この分野はごく
最近研究が始まったばかりのものであり，まだまだ多
くの未解決問題が残されている分野である．また，束
だけでなく「集合よりも複雑な構造をもつ空間での劣
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モジュラ関数最大化」は実用的にも重要な分野と認識
されており，より多くの研究者の参入が待たれている．
この記事をきっかけに一人でも多くの方がこれらの分
野に挑戦していただけると幸いである．
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