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機械学習の手法では，行列の固有値計算や特異値計算が必要となる場合があり，特に主成分分析など，次元削減
に関係する機械学習手法に多くみられる．しかしながら，機械学習手法や扱うデータによって解くべき固有値問
題の性質が大きく異なる場合があるため，固有値問題の性質に合ったアルゴリズムを選択する必要がある．本稿
では固有値計算における適切なアルゴリズム選択の重要性について，主に計算量やメモリ要求量の観点から示す．
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1. はじめに

機械学習やパターン認識，多変量解析の手法では，行
列の固有値計算や特異値計算が必要となる場合がある．
特に主成分分析などの次元削減に関係する機械学習手
法に多くみられる．しかしながら，機械学習手法や扱
うデータによって固有値問題の性質が大きく異なる場
合があり，その性質に合った固有値計算法を選択する
必要がある．特に与えられた行列の要素にゼロが多い
疎行列か，そうでない密行列であるかで，適切な固有
値計算法が大きく異なる．
Python言語の scikit-learn [1]などの機械学習手法

のパッケージでは，ある程度適切な固有値計算法が用
いられているが，自分が使いたいデータ構造や設定に
パッケージが対応していない場合や，大量のデータ処
理のために分散並列計算を行う場合などでは，やはり適
切な固有値計算法を選択，実装することが必要となる.

機械学習手法の計算量の議論において『固有値計算
を伴う手法は計算量が行列の次元 nに対してO(n3)で
あるため計算量が大きい』とされることがあるが，特
に疎行列では必ずしもそうとはならない．固有値計算
をはじめとする線形計算の既存の効率的なアルゴリズ
ムを活かすことで，より多様な機械学習手法が現場で
活用されることが望ましいと考えられる．
本稿では固有値計算において適切なアルゴリズムの

選択の重要性を主に計算量やメモリ要求量の観点から示
していく．本稿で述べる事項がデータ解析の現場にど
のように関わってくるかを示すため，関連する Python

言語のパッケージについて適宜触れながら議論してい
く1．
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2. 固有値問題と特異値分解

本節では次節以降への準備のため，線形代数の教科
書で説明されている基本的事項について確認する．本
稿で扱う行列やベクトルの要素はすべて実数であると
する．

2.1 固有値問題
n次の正方行列 Aに関する固有値問題とは

Av = λv (1)

を満たす固有値 λ（スカラー）および固有ベクトル v

（非ゼロベクトル）を求める問題である．この形式の固
有値問題は後述する一般化固有値問題に対して，標準
固有値問題と呼ばれる．機械学習手法で扱う固有値問
題では Aが実対称行列であることが多いため，Aは実
対称行列であると仮定する．このとき固有値 λは実数
で n個存在し，すべての固有値を対角成分にもつ n次
正方対角行列を Λ, 各固有ベクトルを対応する列にもつ
n次正方行列を V とすると，行列AはA = V ΛV �と
行列の積の形で表すことができる．これは固有値分解
と呼ばれる．また，V は直交行列になる（V −1 = V �

を満たす）．
機械学習手法では式 (1)の右辺に正方行列B ∈ R

n×n

が入った問題

Av = λBv (2)

を解く必要が生じる場合がある．これは一般化固有値
問題と呼ばれる．
なお本稿に限らず，『固有値』計算とはいうものの，

ふつう固有値だけでなく固有ベクトルも計算する．

1 各パッケージの仕様は本稿執筆時点での最新バージョンに
おけるものとする
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2.2 特異値分解
一般の長方行列 A ∈ R

n×m に関して，

A = UΣV � (3)

を満たす直交行列 U ∈ R
n×n，非負要素からなる対角行

列 Σ ∈ R
n×m，および直交行列 V ∈ R

m×m による行
列分解を特異値分解 (Singular Value Decomposition:

SVD)と呼ぶ．Σの対角要素は特異値，U および V の
列ベクトルはそれぞれ左特異ベクトル，右特異ベクトル
と呼ばれる．ここで特異値は Σの対角上で降順に並ん
でいるものとする．対称な正方行列 A�Aの固有値分
解は A�A = V Σ2V � となり，同じく対称な正方行列
AA� の固有値分解は AA� = UΣ2U� となる．この
ように特異値分解と固有値分解には密接な関係がある．
n > m のとき，U0 を U の先頭の m 列からなる行

列，行列 Σ0 を Σ の左上端の m 次正方対角行列とす
ると，A = U0Σ0V

� とも分解できる．これは Thin

SVDと呼ばれるが [2]，この分解が単に特異値分解と
呼ばれることもある．Python の数値計算パッケージ
NumPy [3] の特異値分解の関数 numpy.linalg.svd

では第 2引数を False とすると Thin SVDの計算に
なる．こちらの方が効率的な計算となる．

3. 疎行列計算

通常，計算機で行列に関する数値計算をする際，行列
は 2次元配列で表すが，n次の正方行列の場合O(n2)

のメモリ容量が必要となる．しかしながら，たとえば単
語文書行列や頂点次数の小さいグラフの隣接行列など，
ゼロでない要素（非ゼロ要素）が少ない行列を扱う場
合がある．そのような行列は疎行列 (Sparse matrix)

と呼ばれる．どれほど非ゼロ要素が少なければ疎行列
と呼ぶかについての明確な基準はない．
行列のゼロ要素を記憶しないよう工夫された疎行列

を表すためのデータ構造が提案されており，その代表
的なものとしてCompressed Sparse Row形式（Com-

press Row Storageとも呼ばれる）が挙げられる．こ
れ以外にも特定の非ゼロ要素配置パターンをもった行
列に対して，メモリアクセス効率の高いデータ構造が
各種提案されている．
疎行列を表すデータ構造はプログラミング言語自身

またはそのパッケージで提供されている場合がある．
たとえば Python 言語の科学技術計算パッケージの
SciPy [4]では疎行列向けデータ構造が複数提供されて
いる．
疎行列向けのデータ構造を用いることで十分に疎な

行列であれば，数百万次元や数千万次元以上の行列を
メモリ上に置くことができる．ただし，疎行列向けの
データ構造を使う場合には行列が疎であることを活用
できるアルゴリズムを選択することが望ましい．

4. 固有値問題／特異値分解に関係する機械学
習手法

データ行列をX ∈ R
n×m とする．nはサンプル数，

mは特徴量の数とする．X の第 i行の行ベクトルの転
置を xi ∈ R

m とおき，これを i番目のデータベクトル
と呼ぶ．X = [x1,x2, . . . ,xn]

� と表せる．
4.1 主成分分析
教師無し次元削減手法として最も良く知られている

主成分分析 [5]について述べる．データ行列X が中心
化され，

∑n
i=1 xi = 0をすでに満たしているとすると，

X に対する共分散行列 C は C = 1
n
X�X として与え

られる．x�
i vの分散が最大となるノルムが 1のベクト

ル v ∈ R
m は共分散行列の標準固有値問題Cv = λv

の最大の固有値に対応する固有ベクトル v1 によって
与えられる．xi の v1 成分 x�

i v1 を（第 iデータベク
トルの）第 1主成分と呼ぶ．さらに最大から j 番目の
固有値の固有ベクトルを vj としたとき x̃

(j)
i := x�

i vj

は第 j 主成分と呼ばれる．
n > mのときX の Thin SVDをX = U0Σ0V

�と
すると XV = U0Σ0 であり，x̃

(j)
i は XV の (i, j) 要

素なので，uj を U の第 j 列ベクトル（左特異ベクト
ル），σj を Σ0 の第 j 対角要素（特異値）としたとき
x̃
(j)
i はベクトル σjuj の第 i 要素となる．このため第

j 主成分は最大から j 番目の特異値と対応する左特異
ベクトルで表すことができる．k < m個分の主成分が
必要な場合は，Aの (Thin) SVDそのものは必要でな
く，最大から k個の特異値と対応する左特異ベクトル
さえ計算できれば良い．
主成分分析の計算は画像認識分野の部分空間法に用

いられる．また，線形判別分析（フィッシャーの判別分
析）や正準相関分析は一般化固有値問題に帰着される．
主成分分析／特異値分解は自然言語処理分野の潜在

意味解析 [6]と関連が深い．潜在意味解析では単語文書
行列 Aの特異値・特異ベクトルの計算を行う．単語文
書行列は通常疎行列になるが，Aが疎である場合の特
異値・特異ベクトルの計算については 6.2節で触れる．

4.2 スペクトラルクラスタリング
代表的なクラスタリング手法の一つとしてスペク

トラルクラスタリング [7, 8] がある（scikit-learn で
は sklearn.cluster.SpectralClustering）．デー
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タ行列 X = [x1,x2, . . . ,xn]
� が与えられたとき，m

次元空間における類似度を導入して，無向グラフを定
義する．たとえば i番目と j 番目のデータの類似度を

aij = exp

(

−||xi − xj ||2
2δ2

)

(4)

として k近傍グラフ (k-nearest neighbor graph)[8]を
用いる（δ > 0はユーザーが与える実数）．k近傍グラ
フの隣接行列 Aを考えると，kが小さい場合，Aは疎
行列となる．di :=

∑
j ai,j を対角に並べた対角行列を

D としたとき，行列 L = D − Aはグラフラプラシア
ン行列と呼ばれる．スペクトラルクラスタリングでは
これらの行列に関する一般化固有値問題

Lv = λDv (5)

を考える．最小から s 個の固有値に対応する固有ベ
クトルを求めて，Vs := [v1,v2, . . . ,vs] とおく．こ
の Vs の（n 本の）行ベクトルに対する k-means 法
を適用してクラスタリング結果を得る手法がスペク
トラルクラスタリングである（k-means 法の k は前
述の k 近傍グラフの k とは無関係）．Vs の各行ベク
トルは対応するデータベクトルの低次元表現になっ
ており，次元削減手法として Vs を得る計算は Lapla-

cian Eigenmap [7, 9] と呼ばれている（scikit-learn

では sklearn.manifold.SpectralEmbedding）．ま
た一般化固有値問題 (5) はグラフ分割の目的関数の
一つであるNormalized Cut関数の最小化の連続緩和
問題であることが知られている．Normalized Cut 関
数は画像領域分割などに応用されている．また，グラ
フラプラシアンやその固有値・固有ベクトルの概念は
グラフ信号処理 [10]の分野や，グラフに対する畳込み
ニューラルネットワークで用いられている [11]．

4.3 ニューラルネットワークの学習状況の解析
ニューラルネットワークの学習状況の解析では，

ニューラルネットワークの損失関数から与えられるヘッ
セ行列の固有値・固有ベクトルが有用な情報となる．
ヘッセ行列の次元数 nはニューラルネットワークの

パラメータ数であるため，パラメータ数が多いいわゆ
る深層学習モデル（たとえば有名な ResNetモデルで
は 107 のオーダー）ともなると，ヘッセ行列を 2次元
配列で表現しようとするとO(n2)のメモリが必要とな
り現実的でないが，ヘッセ行列とベクトルの積の結果
のベクトルを計算する処理は相対的に少ない計算量で
実行できることが知られている．この性質を利用する
ことで，ヘッセ行列そのものは疎行列ではないものの，

5.2 節で述べる疎行列計算向けの固有値計算法を用い
ることで，現実的な計算時間で固有値計算を行うこと
ができる．
ニューラルネットワークの分野では疎行列計算向け固

有値計算法を活用して損失関数の形状に関する議論 [12]

やヘッセ行列の固有値分布の評価 [13]が行われている．

5. 固有値計算法

本節では標準的な固有値計算法を紹介する．密行列
の場合と疎行列の場合に分け，計算量やメモリ要求量
の観点から各手法の違いについて述べる．

5.1 密行列の固有値計算
まず密行列の標準固有値問題 (1)の解法について述

べる．標準的に用いられている解法は直交変換による
三重対角化に基づく解法である [2, 14]．対称行列 Aは
ある直交行列 Qによって三重対角行列

T = Q�AQ (6)

に変換できる．このとき T は Aと同じ固有値をもち，
T の固有ベクトルを w とおくと，A の固有ベクトル
v は v = Qw となる．三重対角化に基づく解法では，
Householder 変換という直交変換を用いて Q の作用
を表現して Aを三重対角行列 T に変換する．T を計
算したのち，三重対角行列の性質を利用したQR法や
分割統治法などの反復アルゴリズムを用いて T の固有
値・固有ベクトルを求める．
Aの次元数を nとしたとき，三重対角化に要する計算

量は求める固有値・固有ベクトルの数によらずO(n3)で
ある．また，三重対角行列の固有値計算の計算量は，求
める固有値・固有ベクトルの数によるが最大でも O(n3)

である．したがって，三重対角化があるために固有値
計算全体の計算量は求める固有値・固有ベクトルの数
によらず O(n3)となる．
密行列の一般化固有値問題 (2)で，Aが対称で B が

対称正定値の場合は，B の Cholesky 分解を利用して
同じ固有値をもつ対称行列の標準固有値問題に帰着し，
その後，前述の標準固有値問題に対するアルゴリズム
を用いる．Cholesky 分解の計算量は三重対角化と同
じO(n3)であり，固有値計算全体の計算量は O(n3)と
なる．
このように一般の密行列向けのアルゴリズムの計算量

がO(n3)であることが『固有値計算の計算量はO(n3)』
といわれるゆえんである．ただし，行列 Aとベクトル
の積の計算量が小さく（疎行列がその典型例である），
求める固有値・固有ベクトルが少数の場合は次の 5.2節
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で述べるアルゴリズムを利用すれば必ずしもO(n3)と
はならない．

5.2 疎行列の固有値計算
標準固有値問題 (1)の場合について述べる．行列 A

が疎行列の場合，行列の疎性を活かしたデータ構造を
用いることが望ましいが，5.1 節で述べた直交変換に
よる三重対角化を行うにはO(n2)のメモリ容量が必要
であり，大規模な疎行列に対して直交変換による三重
対角化に基づくアルゴリズムを実行することは計算量
以前に要求メモリ量の観点からすでに困難である．
疎行列の場合かつ少数の固有値・固有ベクトルが必要

である場合は，射影法と呼ばれるクラスの解法 [15–17]

を用いる．射影法のなかでも直交射影法と呼ばれるクラ
スの解法では，ある k次元の部分空間W の正規直交基
底を {w1,w2, . . . ,wk}, 行列W := [w1,w2, . . . ,wk]

としたとき，k 次元の固有値問題

W�AWy = λ̃y (7)

を解くことで元の固有値問題 (1) の固有値を λ ≈ λ̃，
固有ベクトルを v ≈ Wyとして近似する．このとき k

は求める固有値の数以上とする必要があり，通常，固
有値の数と同じオーダーの値とする．k 次元の小さい
固有値問題 (7)は 5.1節の密行列向け固有値計算法で
解かれる．
部分空間Wとして，必要な固有ベクトルに対応する不

変部分空間を良く近似した部分空間であることが望まし
いため，そのような部分空間の基底ベクトルをどのよう
に計算するかが重要となる．その代表的な方法として，
Lanczos法がある．Lanczos法ではベクトルw0に対す
る Krylov 部分空間 Span({w0, Aw0, . . . , A

k−1w0})
の正規直交基底を計算し W の基底として用いる．
Lanczos法はKrylov部分空間に基づくため，アルゴリ
ズム中で行列 Aは Aとベクトルの積の形でのみ現れ，
この性質により行列 Aの疎性を活かすことができる．
部分空間の次元数 k はユーザーが与えるが，基底ベ

クトルを保持するために O(nk)のメモリ容量が必要と
なってしまうため，あまり大きい値を与えるわけには
いかない．与えた k で十分な精度の固有値・固有ベク
トルが得られない場合は，その時点での近似固有値・
固有ベクトルを使い新たな初期ベクトル w0 を与えて
部分空間を作りなおすなどする．これはリスタートと
呼ばれる．リスタートには，複数の手法が提案されて
いる．
Lanczos法に限らず多くの疎行列向け計算法ではア

ルゴリズム中で行列 A がベクトル積の形でのみ現れ

る．たとえば 1行あたりの非ゼロ要素数が O(1)であ
る場合，3節で述べた疎行列向けデータ構造を用いれ
ば，疎行列ベクトル積に要する計算量は O(n)となる．
十分な精度で近似固有値を得るために適切な部分空間
の次元 kやリスタート回数が精度の要求レベルや行列
Aの数値的な性質に依存することから，疎行列ベクト
ル積が何回必要となるか一概にはいえない．そのため，
Lanczos法の全体の計算量についての明確な提示は難
しいが，Aが十分に疎な行列で，かつ求める固有値数
が少ない場合，5.1 節の密行列向け解法と比べ相当に
高速となる．一例として性能比較を 6.3 節で示す．
通常の Lanczos法で得られる近似固有値は最大や最

小の固有値に収束する性質があることが知られており，
特定の値に近い固有値を求める場合などには必ずしも
適していない．Lanczos法以外にもさまざまな解法が
提案されている．詳しくは文献 [15–17] を参考とされ
たい．

6. 固有値計算に関係するソフトウェア

固有値計算を含む数値線形計算分野では古くから汎
用的なソフトウェアパッケージが開発・公開されてい
る．本節ではより身近な逐次計算または共有メモリ型
並列計算向けのソフトウェアを紹介する．分散並列計算
に関しては発展的な内容になるので本稿では触れない．
分散並列計算向けのソフトウェアに関しては文献 [17]

（筆者の担当箇所あり）などを参考とされたい．本節で
も密行列の場合と疎行列の場合に分けて紹介し，最後
に性能比較を示す．

6.1 密行列計算向けソフトウェア
密行列計算向けとしては BLASと LAPACKという

古くから FORTRAN言語で開発されてきた行列計算
のパッケージがある．BLASは行列積などの行列やベ
クトル演算の関数群，LAPACKは固有値問題や特異値
分解，連立一次方程式などの線形計算の各種問題を解
く関数群を提供している．それぞれ一般の密行列およ
び三重対角行列などの特殊な行列に対応する関数群が
ある．BLAS と LAPACK は一緒に提供されており，
ここでは BLAS/LAPACKと呼称する．Python言語
の NumPyや R言語，Matlab言語などの行列計算で
は，裏で BLAS/LAPACKの関数が実行されている．
BLAS/LAPACK は本家の Netlib [18] 以外にもさ

まざまな実装がある．代表的な実装としてオープン
ソースの OpenBLAS [19] や Intel 社の Intel Math

Kernel Library内の実装などプロセッサベンダーが開
発する BLAS/LAPACK 実装が存在する．これらの
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BLAS/LAPACK 実装は FORTRAN 言語や C 言語
やアセンブリ言語で実装され，各種プロセッサ向けに
チューニングされている．また共有メモリ型並列（ス
レッド並列）での実行が可能である．なおパッケージ
管理ツール pip でインストールされた NumPy では
OpenBLAS がバックエンドで働く．NumPy のバッ
クエンドで使うBLAS/LAPACK実装を変更すると何
もしなくても計算が高速化される可能性がある．
BLAS/LAPACKの日本語の書籍としては文献 [20]

が詳しい．
6.2 疎行列計算向けソフトウェア
疎行列向けの固有値計算分野の歴史も長く，FOR-

TRAN言語や C/C++ 言語で書かれたさまざまな解
法のソフトウェアが多数存在する．ここでは以下，機
械学習ユーザーにとって身近な Python言語に関わる
ソフトウェアについて述べる．
SciPyパッケージの対称な疎行列向け固有値計算関

数である eigsh関数では Implicit restartというリス
タート法を用いる Lanczos法を実装したARPACKと
いう FORTRAN言語のパッケージの関数を裏で呼ん
でいる．最大や最小などから何個固有値・固有ベクト
ルを求めるかを指定できる．
さらに SciPy の疎行列向け特異値計算関数である

svds関数（のデフォルト動作）では，特異値分解と固
有値分解の関係を利用し，n ≥ mの場合は AA� に対
して，n < mの場合はA�Aに対して eigsh関数を適
用している．以下AA�の場合で説明する．AA�の固
有値問題に対して Lanczos法を適用することを考える
と，あるベクトルxとAA�との積 y = AA�xの形で
のみ Aが現れる．AA� を作ってしまうと n次正方の
密行列になってしまうが，yの計算に対して z = A�x

を計算してから，y = Az を計算するようにすれば行
列 A の疎性を活かすことができる．svds 関数ではこ
のような形で Lanczos法を利用して一部の特異値・特
異ベクトルを計算している．

6.3 性能比較
スペクトラルクラスタリングで扱うグラフラプラシ

アン行列（疎行列）に対して，NumPyの密行列向け固有
値計算関数 eighと SciPyの疎行列向け固有値計算関数
eigshを適用して計算時間を確認する．データ行列と
しては手書き数字画像データセット MNIST [21]から
ランダムに n個取り出したデータを用いた．グラフラ
プラシアン行列を生成するk近傍グラフの kは 7とした
（この kが小さいほど行列が疎になる）．行列サイズは
n = 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000 の 6ケース

図 1 疎行列に対する疎行列向け関数 eigsh および密行列
向け関数 eigh での固有値計算の計算時間の比較

で確認した．それぞれの非ゼロ要素数は11160, 22392,

33616, 44958, 56496, 67614 である．求める固有値・
固有ベクトルの数はスペクトラルクラスタリングでの
ユースケースに対応して最小から 10個とした．計算環
境はMacBook Proでプロセッサは Intel Core i5 2.9

GHz 2 cores，メモリは 8GB 2133MHz LPDDR3で
ある．Python 3.8.1, NumPy 1.18.1, SciPy 1.4.1 を
用いた．
計算時間の計測結果を図 1に示す．かなり疎な行列

に対して少数の固有値・固有ベクトルを計算する場合，
疎行列向けの関数が密行列向けの関数より速いという
当たり前の結果だが，特に n = 6000では比が約 300倍
（29.9秒と 0.12秒）となっており，適切な固有値計算
法の選択が重要であることがわかる．

7. おわりに

本稿では各種機械学習手法で解く必要が生じる固有
値問題の解法について，行列が密行列である場合と疎
行列である場合に分け，それぞれの標準的なアルゴリズ
ムについて紹介した．また近年機械学習に使われてい
る Python言語関連を中心に固有値計算のソフトウェ
アについて解説した．通常，機械学習手法を使用する
際は既存のパッケージを用いることと思うが，パッケー
ジが対応していないテクニックを用いる場合や，デー
タが大規模で分散並列計算が必要になった場合など，
固有値計算法を選択，または自前で実装する必要が生
じることもあるかもしれない．そのような際に本稿が
適切なアルゴリズム選択の一助となれば幸いである．
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