
金融市場における価格インパクトを考慮した
取引執行ゲーム
大西　匡光，下清水　慎

金融市場には，その売買取引が資産の市場価格にインパクトを与えるようなラージ・トレーダーが存在する．
本稿では，筆者らがごく最近に提案した一般化された市場価格インパクト・モデルのもとで，2 人のラージ・ト
レーダーによって為される戦略的な取引執行の問題をマルコフ・ゲーム（確率ゲーム）として定式化し，そのマ
ルコフ完全均衡を導出して特徴付ける．さらに幾種類かの設定のもとでの興味深い数値計算例を示す．
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1. はじめに

自らの取引が市場価格に影響を及ぼす機関投資家の
ような投資家をラージ・トレーダーと呼び，その価格
変動を価格インパクトと呼ぶ．たとえば，巨額の年金
ファンドを運用する年金運用機関は，その多数の年金
加入者からの年金拠出によるキャッシュ・インフロー，
逆にその多数の年金加入者への年金給付によるキャッ
シュ・アウトフローが起こる定期的なタイミングにお
いて，それぞれ大量・巨額の運用資産の購入，売却を
行わなければならず，そのような場合，金融市場に大
きな価格インパクトを及ぼす．
ラージ・トレーダーは，売買取引の際の価格インパク

トを流動性リスクとして認識し，さらにその将来の市
場価格変動をも価格リスクとして捉えて，それらを併
せて適切に総合的なリスク・マネジメントを行わなけ
ればならない．こうした価格インパクトを考慮した取
引執行戦略の研究が，Bertsimas and Lo [1]，Almgren

and Chriss [2] をはじめとして，近年，とりわけ，我
が国ではリーマン・ショックと呼ばれる，先の世界的
金融危機以降，アルゴリズム取引・高頻度取引への関
心と相まって，盛んに行われている（たとえば Cartea

et al. [3] 参照）．
本稿においては，離散時間モデルを用い，筆者らが

最近提案した価格インパクト・モデルをさらに一般化
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した価格変動モデルに基づき，
§2 まずは CARA（Constant Absolute Risk Aver-

sion，負の指数）型の効用関数をもつラージ・ト
レーダーの，購入計画期間における最終時点での
手持ち資金（富）からの期待効用を最大化する問題
（最適取引執行問題）をマルコフ決定過程として
定式化し．確率動的計画法を適用することより，
最適取引執行戦略を導出する．

§3 続いて，CARA 型の効用関数をもつ 2 人のラー
ジ・トレーダーの，購入計画期間における最終時
点での手持ち資金（富）からの期待効用を最大化
しようとする問題（取引執行ゲーム）をマルコフ・
ゲーム（確率ゲーム）として定式化し，際立った
マルコフ完全均衡取引執行戦略を導出する．

§4 そして最後に上記の両問題に対して幾種類かの設
定のもとでの数値計算例を与え，比較静学分析を
行う．

なお，本稿の内容は，主として，筆者らの論文Ohnishi

and Shimoshimizu [4] に基づいている．また，本稿を
作成するにあたって文献 [5–11]を参考にした。

2. 最適取引執行問題

定められた時点 T +1 (∈ Z+ := {1, 2, . . .}) までに，
規定量 Q (∈ R) の単一のリスク資産（株式，など）を
購入しようとするラージ・トレーダーを考える．時点
t (= 1, . . . , T ) における，ラージ・トレーダーの提出す
る購入注文量（執行量）を qt とし（ただし，購入の時
qt > 0，売却の時 qt < 0），時点 t (= 1, . . . , T, T +1)

における残余購入量を Qt（ただし，Q1 = Q），また，
手持ち資金（富）を wt で表す．
リスク資産の時点 t における市場価格（気配値）を

pt とする．ラージ・トレーダーの提出する購入注文は，
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大量であるが故にその価格 pt では執行されず，付加
的なコストを伴い，執行価格 p̂t で執行されるものと
する．vt を他の（スモール・）トレーダーたちの総提
出注文量を表す外生的な確率変数とし，λt, κt (≥ 0)

で，それぞれラージ・トレーダーと他のトレーダー達
の単位執行量あたりの価格の感応度（インパクト）を
表すものとする．そして，執行価格は線形価格インパ
クトモデル

p̂t = pt + (λtqt + κtvt) , t = 1, . . . , T (1)

に従うものとする．また，つぎの時点での市場価格 pt+1

は，価格の回復率 αt (∈ [0, 1]), 回復速度 ρ (∈ [0,∞))

を用いて，過去の価格インパクトの残存効果を

rt+1 :=

t∑
k=1

(λkqk + κkvk)αke
−ρ((t+1)−k)

= e−ρ
t−1∑
k=1

(λkqk + κkvk)αke
−ρ(t−k)

+ (λtqt + κtvt)αte
−ρ

= [rt + (λtqt + κtvt)αt] e
−ρ (2)

と表せば，ファンダメンタル価格 pft := pt − rt のダ
イナミクスは

pft+1 = pt+1 − rt+1

= pt − rt + (λtqt + κtvt) (1− αt) + εt

= pft + (λtqt + κtvt) (1− αt) + εt (3)

を満たす．したがって，市場価格のダイナミクスは

pt+1 =pt − (1− e−ρ)rt (4)

+ (λtqt + κtvt)
{
αte

−ρ + (1− αt)
}
+ εt

と表される．ただし，εt は，時点 t から 時点 t+1 ま
での公的な情報の更新に伴う確率変数とし，時点 t+1

において，ラージ・トレーダーによって認識されるも
のとし，列 (vt, t = 1, . . . , T ), (εt, t = 1, . . . , T ) は，
それぞれ，独立な確率変数列で，

vt ∼ N(μvt , σ
2
vt); εt ∼ N(μεt , σ

2
εt) (5)

と従い，さらに，それらの列は互いに独立であるとする．
ラージ・トレーダーの残余執行量に関しては，

Qt+1 = Qt − qt (6)

を満たし，また手持ち資金（富）に関しては，

wt+1=wt−p̂tqt=wt−{pt+(λtqt+κtvt)} qt (7)

と表せる．

図 1 価格インパクトの図による説明

最後に，このモデルにおいては，(1 − αt)λt, αtλt,

αtλte
−ρk が，それぞれ，ラージ・トレーダーの執行に

よる，恒久的インパクト，一時的インパクト，過渡的
インパクトを表している（図 1）．
注 2.1. ((vt, εt), t = 1, . . . , T ) が（相関をもつ）2

変量正規分布に従う，独立な 2 変量確率ベクトル
列としても，煩雑にはなるが，同様の分析が可能で
ある．

2.1 マルコフ決定過程としての定式化
ラージ・トレーダーの最適取引執行問題を下記のよ

うなマルコフ決定過程として定式化し，分析する．
・時点 t (= 1, . . . , T ) での状態は四つ組

st := (wt, pt, Qt, rt) ∈ R
4 (8)

で表される．
・時点 t (= 1, . . . , T ) での履歴に依存しない 1 ス
テージの（非確率的な）意思決定規則 ft は状態
st ∈ S := R

4 を行動 qt = ft(st) ∈ A := R に写
すボレル可測関数

ft : st ∈ S = R
4 �−→ qt ∈ A = R (9)

として定義される．
・状態推移のダイナミクスは，式 (2), (4), (6), (7)

を纏めて

st+1 = ht (st, qt, (vt, εt)) , t = 1, . . . , T (10)

と表される．
・ラージ・トレーダーヘの（効用）ペイオフは最終
時点 T + 1 でのみ発生し，

gT+1 (sT+1) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
− exp{−RwT+1}, QT+1 = 0;

−∞, QT+1 �= 0

(11)

と定義する．したがって，本稿では，計画期間内
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で，丁度 Q を執行する “堅い制約”を課す場合を
扱う．

・マルコフ取引執行戦略 π は 1 ステージの意思決
定規則の列

π := (f1, . . . , ft, . . . , fT ) (12)

と定義され，その全体を ΠM で表す．また，マル
コフ取引執行戦略 π ∈ ΠM の時点 t (= 1, . . . , T )

以降の部分取引執行戦略を

πt := (ft, . . . , fT ) (13)

で表し，その全体を ΠM,t で表す．
CARA 型の効用関数をもつ，リスク回避的なラー

ジ・トレーダーの，最終時点 T + 1 での手持ち資金
（富）wT+1 からの期待効用を最大にする動的取引執行
戦略を求める問題を考える．このラージ・トレーダー
のリスク回避係数を R, 取引執行戦略を π とし，π の
もとでの，時点 t (= 1, . . . , T, T + 1)，状態 st (∈ S)

からの期待効用を

V π
t [st] = E

π
t

[
gT+1 (sT+1)

∣∣∣st] (14)

と定義する，ただし，E
π
t [ · | · ] は，取引執行戦略を π

としたときの，時点 t での条件付き期待値を表す．
さて，問題の最適値関数を，つぎのように定義する．

Vt[st] = sup
π∈ΠM

V π
t [st], st ∈ S; t = 1, . . . , T, T + 1.

(15)

このとき，最適性原理（ベルマン原理，動的計画原理）
により，最適性方程式（ベルマン方程式，動的計画方
程式）は

VT+1(sT+1) = gT+1(sT+1), sT+1 ∈ S; (16)

Vt(st) = sup
qt∈R

E [Vt+1 (st+1)| st] ,

= sup
qt∈R

E [Vt+1 (ht (st, qt, (vt, εt)))| st] ,

st ∈ S; t = 1, . . . , T (17)

と表される．これにより，V1(s1) を達成する最適な動
的取引執行戦略 π∗ は，原理的には，時点 T から始め
て，時点 t についてバックワードに，上記の最適性方
程式の右辺を最適化する q∗t を求めて行けば良い（バッ
クワード・インダクション，後退帰納法）．

2.2 最適取引執行戦略の性質
定理 2.1. 時点 t (= 1, . . . , T ) におけるラージ・ト
レーダーの最適執行量 q∗t は，その時点における，ラー
ジ・トレーダーの残余執行量 Qt, 過去の価格インパク

トの残存効果 rt の線形関数（アフィン関数）となる．
すなわち，問題を規定する諸パラメータに依存する時
間 t の確定的関数 at, bt, ct, t = 1, . . . , T を用いて，

q∗t = at + btQt + ctrt, t = 1, . . . , T (18)

と表される．（(at, bt, ct), t = 1, . . . , T の満たす再帰
式については，紙面の都合上，省略する．）
上記の定理から，各時点 t (= 1, . . . , T ) での最適執

行量は，その時点における，手持ち資金 wt, 市場価格 pt

には依存せず，残余執行量 Qt, 過去の価格インパクトの
残存効果 rt を通じてのみ，決定過程の状態に依存する．
もし，ラージ・トレーダー以外のトレーダーたちの

価格インパクトがない，あるいは，彼らの総提出注文
量が確定的ならば，これら Qt, rt は予見でき，確定的
なコントロールが可能であるから，最適な動的取引執
行戦略は，確定的な静的取引執行戦略のクラスの中に
あることがわかる．
系 2.1. もしラージ・トレーダー以外のトレーダー
たちの価格インパクトがない，すなわち，κt = 0,

t = 1, . . . , T , あるいは，彼らの総提出注文量が確定
的，すなわち，σvt = 0, t = 1, . . . , T ならば，時点 t

(= 1, . . . , T ) におけるラージ・トレーダーの最適執行
量 q∗t は，時間 tの確定的関数となる．
注 2.2. 最終時点 T +1 における執行残を 0 とするこ
とを強く課す，すなわち，QT+1 = 0 を堅い制約とす
る場合を考えたが，QT+1 �= 0 の場合においても，終
値 pT+1 に加えて付加的な費用を支払って，

(
pT+1 + χT+1QT+1

)
QT+1 (19)

で購入・売却が可能であるとした “柔らかい制約”のも
とでの最適取引執行問題においても，上記の定理，系
は成立する，ただし，χT+1 はある定数である．この
場合，最終時点での（効用）ペイオフを

gT+1[sT+1] (20)

:= − exp{−R[wT+1 − (pT+1 + χT+1QT+1)QT+1]}

と定義すれば良い．

3. 取引執行ゲーム

続いて，同様の離散時間の価格インパクト・モデル
に基づき，CARA型の効用関数をもつ複数（簡単のた
め 2 人）のラージ・トレーダーの，購入計画期間にお
ける最終時点での手持ち資金（富）からの期待効用を
最大化しようとするゲーム・モデル（取引執行ゲーム）
を考える．
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定められた時点 T + 1 (∈ Z+) までに，規定量 Qi

(∈ R) の単一のリスク資産（株式など）のすべてを購
入しようとする 2 人のラージ・トレーダー i = 1, 2

を考える．時点 t (= 1, . . . , T ) における，ラージ・ト
レーダー i の提出する購入注文量（執行量）を qit とし
（ただし，購入の時 qit > 0，売却の時 qit < 0），時点 t

(= 1, . . . , T, T + 1) における残余購入量を Q
i

t（ただ
し，Q

i

1 = Q），また，手持ち資金（富）を wi
t で表す．

リスク資産の時点 t における市場価格（気配値）を
pt とする．ラージ・トレーダーの提出する購入注文は，
大量であるが故にその価格 pt では執行されず，付加
的なコストを伴い，執行価格 p̂t で執行されるものと
する．vt を他のトレーダーたちの総提出注文量とし，
λt, κt (≥ 0) で，それぞれラージ・トレーダーたちと
他のトレーダーたちの単位執行量あたりの価格の感応
度（インパクト）を表すものして，執行価格は線形価
格インパクトモデル

p̂t = pt + (λtqt + κtvt) , t = 1, . . . , T (21)

に従うものとする，ただし，qt := q1t + q2t とおいた．
また，つぎの時点での市場価格 pt+1 は，価格の回復
率 αt (∈ [0, 1])，回復速度 ρ (∈ [0,∞)) を用いて，過
去の価格インパクトの残存効果を

rt+1 :=

t∑
k=1

(λkqk + κkvk)αke
−ρ((t+1)−k)

= e−ρ
t−1∑
k=1

(λkqk + κkvk)αke
−ρ(t−k)

+ (λtqt + κtvt)αte
−ρ

= [rt + (λtqt + κtvt)αt] e
−ρ (22)

と定義すれば，ファンダメンタル価格 pft := pt− rt の
ダイナミクスは

pft+1 = pt+1 − rt+1

= pt − rt + (λtqt + κtvt) (1− αt) + εt

= pft + (λtqt + κtvt) (1− αt) + εt (23)

を満たす．したがって，市場価格のダイナミクスは

pt+1 = pt − (1− e−ρ)rt (24)

+ (λtqt + κtvt)
{
αte

−ρ + (1− αt)
}
+ εt

と表される．ただし，εt は，時点 t から 時点 t+1 ま
での公的な情報の更新に伴う確率変数とし，列 (vt, t =

1, . . . , T ), (εt, t = 1, . . . , T ) は，それぞれ，独立な確
率変数列で，

vt ∼ N(μvt , σ
2
vt); εt ∼ N(μεt , σ

2
εt) (25)

と従い，さらに，それらの列は互いに独立であるとする．
ラージ・トレーダー i = 1, 2 の残余執行量に関し

ては，

Q
i

t+1 = Q
i

t − qit (26)

を満たし，また手持ち資金（富）に関しては，

wi
t+1=wt−p̂tq

i
t=wt−{pt+(λtqt+κtvt)} qit (27)

が成り立つ．
最後に，このモデルにおいては，(1 − αt)λt, αtλt,

αtλte
−ρk が，それぞれ，2 人のラージ・トレーダーた

ちの執行による，恒久的インパクト，一時的インパク
ト，過渡的インパクトを表している．

3.1 マルコフ・ゲームとしての定式化
CARA 型の効用関数をもつ，リスク回避的な 2 人

のラージ・トレーダー i = 1, 2 のそれぞれが，最終時
点 T + 1 での手持ち資金（富）wi

T+1 からの期待効用
を最大化しようとする問題を考える．ラージ・トレー
ダー i のリスク回避係数を Ri とする．
価格と残存効果とのペアのダイナミクスのマルコ

フ性と，ラージ・トレーダーの最終時点での効用のパ
ス独立性により，問題は，下記のとおり，計画期間を
T := {1, . . . , T, T + 1} とするマルコフ・ゲーム（確
率ゲーム）として定式化できる．
・プレイヤー：ラージ・トレーダー i ∈ {1, 2} =: N .

・時点 t (= 1, . . . , T + 1) での状態: st =

((w1
t , w

2
t ), pt, (Q

1

t , Q
2

t ), rt) ∈ R
6 =: S.

・時点 t (= 1, . . . , T ) でのラージ・トレーダーたち
の行動の組: (q1t , q

2
t ) ∈ R

2 =: A1 × A2.

・時点 t での状態 st からつぎの時点 t + 1 での状
態 st+1 への状態推移ダイナミックスは前述の式
(22), (24), (26), (27) を纏めて

st+1 = ht

(
st, (q

1
t , q

2
t ), (vt, εt)

)
, t = 1, . . . , T

(28)

と表される．
・ラージ・トレーダー i = 1, 2 ヘの（効用）ペイオ
フは最終時点 T + 1 でのみ発生し，

giT+1 (sT+1) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
− exp{−Riwi

T+1}, Q
i

T+1 = 0;

−∞, Q
i

T+1 �= 0

(29)

と定義する．したがって，本稿では，計画期間内
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で，丁度 Qi を執行する “堅い制約” を課す場合
を扱う．

・ラージ・トレーダー i = 1, 2 のマルコフ取引執行
戦略は，各時点 t (= 1, . . . , T ) での 1 ステージの
（非確率的な）意思決定規則を表すボレル可測関数

f i
t : st ∈ S = R

6 �−→ f i
t (st) ∈ Ai = R (30)

からなる列

πi = (f i
1, . . . , f

i
t , . . . , f

i
T ) (31)

と表すことができ，その全体を Πi
M で表す．また，

t (= 1, . . . , T ) に対して，マルコフ取引執行戦略
πi = (f i

1, . . . , f
i
t , . . . , f

i
T ) の t 以降の部分取引執

行戦略を

πi
t = (f i

t , . . . , f
i
T ) (32)

と表し，その全体を Πi
M,t で表す．

さて，ラージ・トレーダー i = 1, 2 の目的は，初期
状態 s1 (∈ S) を所与として，（総）期待（効用）ペイ
オフ

V i(π1, π2)[s1] := E
(π1,π2)
1 [giT+1(sT+1)|s1] (33)

を最大化することであるが，時点 t (= 1, . . . , T ), 状態
st ∈ R

6 から始まる部分マルコフ・ゲームに対して，

V i
t (π

1
t , π

2
t )[st] := E

(π1,π2)
t [giT+1(sT+1)|st] (34)

と定義する，ただし，E
(π1

t ,π
2
t )

t [ · | · ] は，マルコフ取
引執行戦略の組を (π1

t , π
2
t ) としたときの時点 t での条

件付き期待値を表す．
3.2 マルコフ完全均衡の存在と性質
基本的な解概念（均衡概念）は，もちろん，つぎの

ナッシュ均衡である．
定義 3.1（ナッシュ均衡）. マルコフ取引執行戦略の組
(π1∗, π2∗) ∈ Π1

M × Π2
M がナッシュ均衡であるとは，

V 1(π1∗, π2∗)[s1] ≥ V 1(π1, π2∗)[s1], ∀π1 ∈ Π1
M;

(35)

V 2(π1∗, π2∗)[s1] ≥ V 2(π1∗, π2)[s1], ∀π2 ∈ Π2
M

(36)

が成り立つときを言う．
さらに，マルコフ・ゲームにおいて，ナッシュ均衡を精

緻化した解概念がつぎのマルコフ完全均衡である．こ
れは，任意の時点 t (= 1, . . . , T ), 任意の状態 st ∈ R

6

から始まる任意の部分マルコフ・ゲームに対して，部

分取引戦略の組
(
π1∗
t , π2∗

t

)
がナッシュ均衡を構成する

ことを要求していて，展開形ゲームでの部分ゲーム完
全均衡に対応している．
定義 3.2（マルコフ完全均衡）. マルコフ取引執行戦略
の組 (π1∗, π2∗) ∈ Π1

M × Π2
M がマルコフ完全均衡で

あるとは，以下が成り立つときを言う．任意の時点 t

(= 1, . . . , T ) と任意の状態 st ∈ S = R
6 に対して，

V 1
t (π

1
t
∗
, π2

t
∗
)[st] ≥ V 1

t (π
1
t , π

2
t
∗
)[st], ∀π1

t ∈ Π1
M,t;

(37)

V 2
t (π

1
t
∗
, π2

t
∗
)[st] ≥ V 2

t (π
1
t
∗
, π2

t )[st], ∀π2
t ∈ Π2

M,t

(38)

が成り立つときを言う．
マルコフ・ゲームにおける最適性原理（ベルマン原

理，動的計画原理）とも位置付けられる，つぎの 1ス
テージ逸脱原理から，時間についてのバックワード・
インダクションによりマルコフ完全均衡を導くことが
できる．
補題 3.1（1ステージ逸脱原理）. マルコフ取引執行戦
略の組 (π1∗, π2∗) ∈ Π1

M ×Π2
M がマルコフ完全均衡で

あるための必要十分条件は，任意の時点 t (= 1, . . . , T )

と任意の状態 st ∈ S = R
6 に対して，

V 1
t (π

1∗
t , π2∗

t )[st] (39)

= sup
q1t∈R

E
[
V 1
t+1(π

1∗
t+1, π

2∗
t+1)[ht(st, (q

1
t , f

2∗
t (st)), (vt, εt))]

∣∣ st]

= E
[
V 1
t+1(π

1∗
t+1, π

2∗
t+1)[ht(st, (f

1∗
t (st), f

2∗
t (st)), (vt, εt))]

∣∣ st] ;
V 2
t (π

1∗
t , π2∗

t )[st] (40)

= sup
q2t∈R

E
[
V 2
t+1(π

1∗
t+1, π

2∗
t+1)[ht(st, (f

1∗
t (st), q

2
t ), (vt, εt))]

∣∣ st]

= E
[
V 2
t+1(π

1∗
t+1, π

2∗
t+1)[ht(st, (f

1∗
t (st), f

2∗
t (st)), (vt, εt))]

∣∣ st]

が成り立つことである．
バックワード・インダクションにより，つぎの主定

理を示すことができる．
定理 3.1. 以下の (P1), (P2) の様に特徴付けられるマ
ルコフ完全均衡 (π1∗, π2∗) ∈ Π1

M × Π2
M が存在する：

各時点 t (= 1, . . . , T ) において，
(P1) 各ラージ・トレーダー i = 1, 2の均衡執行量 qit

∗は，
その時点 t での状態 st = ((w1

t , w
2
t ), pt, (Q

1

t , Q
2

t ),

rt) の（うちの）((Q
1

t , Q
2

t ), rt)（のみ）の線形関
数（アフィン関数）となる．

qit
∗
= f i

t
∗
(st) = ai

t + bitQ
i

t + citQ
j

t + ditrt;

(41)

(P2) 均衡 (π1∗, π2∗) において，時点 t，状態 st から始
まる部分ゲームでの各ラージ・トレーダー i = 1, 2

の期待均衡（効用）ペイオフは下記の関数形をもつ．
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V i
t (π

i∗
t , π

j∗
t )[st]=− exp{−Ri(wi

t−ptQ
i

t

−Gi
t(Q

i

t)
2−Hi

tQ
i

t+IitrtQ
i

t+J i
tr

2
t +Li

trt

+M i
t (Q

j

t )
2+N i

tQ
j

t+Xi
trtQ

j

t+Y i
t Q

i

tQ
j

t+Zi
t)}.
(42)

ただし，i = 1, 2 に対し，

ai
t, b

i
t, c

i
t, d

i
t;G

i
t, H

i
t , I

i
t , J

i
t , L

i
t,M

i
t , N

i
t , X

i
t , Y

i
t , Z

i
t

は問題を規定する諸パラメータに依存する時間 t の確
定的関数である．（それらが満たす再帰式については，
紙面の都合上省略するが，時間について，バックワー
ド（t = T, T −1, . . . , 1 の順）に求めることができる．）
もし，2 人のラージ・トレーダー以外のトレーダーた

ちの価格インパクトがない，あるいは，彼らの総提出注
文量が確定的ならば，(Q1

t , Q
2

t ), rt は予見可能であるか
ら，上記定理 3.1 のマルコフ完全均衡取引執行戦略は，
静的取引執行戦略のクラスの中にあることがわかる．
系 3.1. もし，2 人ラージ・トレーダー以外のトレー
ダーたちの価格インパクトがない，すなわち，κt = 0,

t = 1, . . . , T , あるいは，彼らの総提出注文量が確定的，
すなわち，σvt = 0 ならば，上記定理 3.1 のマルコフ
完全均衡取引執行戦略において，時点 t (= 1, . . . , T )

におけるラージ・トレーダーたち i = 1, 2 の均衡執行
量 qit

∗ は，時間 t の確定的関数となる．

4. 数値計算例

4.1 非対称なラージ・トレーダーの存在
本節では，取引執行ゲームにおいて，2 人のラージ・

トレーダーの所定の執行計画量 Qi, i = 1, 2 が異なる
場合の均衡取引執行戦略について，数値計算例を通し
た比較静学を行う．
以下では，各パラメータを以下のように設定する．

μvt ≡ 0, σvt ≡ 0; μεt ≡ 0, σεt ≡ 0.02;

αt ≡ 0.5; λt ≡ 0.001, κt ≡ 0; (43)

ρ = 0.1;Ri = 0.001, t = 1, . . . , T, i = 1, 2.

4.1.1 他方の初期執行計画量 Qi の影響
はじめに，一方のラージ・トレーダー j の初期の執行計

画量 Qj = 100, 000 を固定して，他方のラージ・トレー
ダー i の執行計画量が Qi = 100, 000, Qi = 50, 000,

Qi = 0 の場合のそれぞれについての数値計算結果を
示す．
図 2，3 は，Qi = 0, Qi = 50, 000 の場合，ラージ・

トレーダー i の均衡取引執行戦略には，ラウンド・ト
リップ取引（購入のフェーズの後の売却のフェーズ）が

図 2 各時点における残余執行量 Q
i
t, t = 1, . . . , T

図 3 各時点における執行量 qit, t = 1, . . . , T

含まれることを示している，
4.1.2 逆の執行計画量をもつラージ・トレーダーが

居る場合の取引執行ゲーム
つぎに，一方のラージ・トレーダー j の購入計画量

と他方のラージ・トレーダー i の売却計画量とが等し
い (Qj = −Qi = −100, 000) 場合の数値計算結果を
示す．
図 4，5 が示すように，購入・売却の逆の売買執行

計画をもつ 2 人のラージ・トレーダーたちは最終時点
の直前まで執行を行わず，最終時点 T においてのみ執
行残を売買する．彼らは初期時点において同時にすべ
ての執行計画量を執行することで互いの価格インパク
トを相殺し合うことができる．しかし，相手の売買取
引の後に執行を行うことで，状況をより改善すること
ができることから，彼らは慎重に取引を行うインセン
ティブがあることがわかる．

4.2 最適取引執行問題と取引執行ゲームの比較
最後に，2 節の 1 人のラージ・トレーダーの最適取

引執行問題（最適化モデル）での最適取引執行戦略と
3 節の 2 人のラージ・トレーダーによる取引執行ゲー

276（26） オペレーションズ・リサーチ



図 4 各時点における残余執行量 Q
i
t, t = 1, . . . , T

図 5 各時点における執行量 qit, t = 1, . . . , T

ム（ゲーム・モデル）での均衡取引執行戦略との比較
を行う．同一の購入計画期間において，後者の 2 人の
ラージ・トレーダーによるゲーム・モデルでは，初期
時点において同じ量 Qi = Qj = 100, 000 の購入を計
画し，一方，前者の 1 人 ラージ・トレーダーの最適化
モデルではそれらの合計の量 Q = 200, 000 の購入を
計画していると仮定する．
図 6，7 からは，両モデルにおける各々のラージ・ト

レーダーの執行量は，一見すると各時点 t = 1, . . . , T

においてあまり差違がないように見える．しかしなが
ら，各々のモデルにおけるラージ・トレーダーの初期
時点における購入計画量は 2 倍の差があることを考
慮すると，後者のゲーム・モデルにおけるラージ・ト
レーダーの執行速度は，前者の最適化モデルのそれに
比べ，約 2 倍の速さで取引を執行していると言える．
それは，後者のゲーム・モデルでは他方の ラージ・ト
レーダーの執行による価格インパクトを考慮すること
から，相手よりも早く執行をするインセンティブが生
じるため，早く売買取引を執行しようとするものと考

図 6 各時点における残余執行量 Q
i
t, t = 1, . . . , T

図 7 各時点における執行量 qit, t = 1, . . . , T

えられる．

5. おわりに

本稿で扱った最適取引執行問題，取引執行ゲームは
いずれも離散時間モデルであったが，連続時間版のモ
デルを確率制御問題，確率インパルス制御問題，ある
いは確率微分ゲームに定式化し，分析することは，大
きな課題として残されている．
また，単一のリスク資産の取引執行を考えたが，複

数のリスク資産の同時並行の取引執行の問題も将来の
課題である．その際，それら複数の資産の市場価格へ
の適切なクロス・インパクト・モデルを準備しなけれ
ばならない．
さらに，価格インパクトのうち，永久に残るものと

時間の経過とともに消え去るものとが識別・観測可能
である，との前提のもとでモデル化し，分析している
が，不完全にしか識別・観測できないとした，より現
実的な問題も重要であろう．
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