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非線形半正定値計画問題は，半正定値計画問題，非線形計画問題，二次錐計画問題，線形計画問題などを含む広い
クラスの最適化問題であり，制御，金融，統計，経済などの分野で現れる多くの最適化問題を記述することができ
るため，近年多くの研究者から注目を浴びている．特に，ここ数年の研究の動向としては，Karush-Kuhn-Tucker
条件のような従来の最適性条件とは異なる，点列最適性条件と呼ばれる概念が導入され，また，そのような条件
を満たす点を求めるための手法が研究され始めている．本稿では，このような新しい最適性条件や解法について
概要を述べる．
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1. はじめに

本稿では，以下の最適化問題を取り上げる．

minimize
x∈Rn

f(x)

subject to g(x) = 0, X(x) � O
(1)

ただし，関数 f : Rn → R, g : Rn → R
m, X : Rn →

S
d は二階連続的微分可能であるとし，集合 S

d を d次
対称行列の集合とする．また，X(x) � Oは行列X(x)

が半正定値であることを表す．一般に，対称行列M ∈
S
d が半正定値であるとは，任意のベクトル v ∈ R

d に
対して，v�Mv ≥ 0が成り立つことをいい，d次半正
定値行列の集合を S

d
+ と表す．

問題 (1) は非線形半正定値計画問題 (Nonlinear

Semidefinite Programming Problem: NSDP)と呼ば
れる問題であり，半正定値計画問題 (Semidifinite Pro-

gramming Problem: SDP)，非線形計画問題 (Non-

linear Programming Problem: NLP)，二次錐計画
問題 (Second-Order Cone Programming Problem:

SOCP)，線形計画問題 (Linear Programming Prob-

lem: LP)などを含む広いクラスの最適化問題である．
特に，SDP は目的関数および制約関数は線形である
が，モデル記述能力が高いため応用範囲が広く，90年
代以降盛んに研究されている．また，SDP を解くた
めのソルバーも数多く開発されており，SeDuMi [1],

SDPT3 [2], SDPA [3] などが有名である．計算機の
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発達に伴いさまざまな場面において SDP を解く需要
は増えているが，一方で目的関数や制約関数に非線形
性を伴うモデルも出現し，SDP では記述できないモ
デルを扱う需要も高まり始めている．問題 (1)（以降
NSDP (1) と呼ぶ）は，前述のような SDPでは記述
できない非線形性をもつモデルを扱うことができ，こ
れにより応用範囲も広がりつつあるため，近年盛んに
研究がされ始めている．
以降は，NSDP (1) の最適性条件である Karush-

Kuhn-Tucker (KKT)条件や，これに関連する非線形
最適化の基礎的概念を導入する．そして，ここ数年で
話題となっている点列最適性条件と呼ばれる新しい概
念を紹介し，このような条件を満たす点を求めるため
の解法について概要を述べる．

2. NSDPに対する KKT条件

ここでは，主に NSDP (1)の最適性条件として知ら
れる KKT条件について紹介する．このために，以下
にいくつかの記号を定義する．
(i) v ∈ R

p に対し，[v]j (j = 1, . . . , p)は v の第 j 成
分を表す．

(ii) 〈·, ·〉は R
q×r の内積であり，〈X,Y 〉 := tr(X�Y )

(X,Y ∈ R
q×r)で定義される．

(iii) g(x) ∈ R
m は，gj : R

n → R (j = 1, . . . ,m)によ
り g(x) = [g1(x), . . . , gm(x)]� と表される．

(iv) ∇g(x) ∈ R
n×mは，gの xでの転置ヤコビ行列で，

∇g(x) := [∇g1(x), . . . ,∇gm(x)]と定義される．
(v) Aj(x) ∈ S

d (j = 1, . . . , n) は，Aj(x) := ∂X(x)
∂[x]j

で定義される行列である．
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(vi) A(x) : Rn → S
d は，A(x)u := [u]1A1(x)+ . . .+

[u]nAn(x) (u ∈ R
n)で定義される作用素である．

(vii) A∗(x) : Sd → R
n は，A(x)の共役作用素であり，

A∗(x)U := [〈A1(x), U〉, . . . , 〈An(x), U〉]� (U ∈
S
d)で定義される．

(viii) λQ
j (M) (j = 1, . . . , d) は行列M ∈ S

d の固有値
で，M を直交行列 Q により対角化した際に得ら
れる対角行列の第 j 番目の対角要素を表す．

続いて，ラグランジュ関数 L : Rn ×R
m × S

d → Rを
以下に定義する．

L(v) := f(x)− 〈g(x), y〉 − 〈X(x), Z〉 (2)

ただし，v := (x, y, Z) であり，y ∈ R
m および Z ∈

S
d は，それぞれ g(x) = 0および X(x) � O に対する
ラグランジュ乗数と呼ばれる．ラグランジュ関数 Lの
点 v における xに関する勾配は

∇xL(v) = ∇f(x)−∇g(x)y −A∗(x)Z

で与えられる．以上を用いると，NSDP (1) の KKT

条件は次で与えられる．

定義 1. 点 x ∈ R
n において KKT条件が成り立つと

は，ある y ∈ R
m および Z ∈ S

d が存在して，

∇xL(v) = 0, g(x) = 0, 〈X(x), Z〉 = 0,

X(x) � O, Z � O
(3)

が満たされることである．

以降，KKT条件を満たす点 xのことを KKT点と
呼ぶ．この KKT条件は，ある仮定の下で最適性の必
要条件（つまり，点 x が NSDP (1) の局所的最適解
であれば満たされる条件）となることが知られている．
しかし，一般に KKT条件は最適性の十分条件とはな
らない．ただし，NSDP (1)が凸計画問題となる場合
は，KKT条件は最適性の十分条件となる．
さて，先ほど定義したKKT条件は，ある仮定の下で

最適性の必要条件となることを述べたが，ここで言う
ある仮定とは，一般的に制約想定と呼ばれる条件のこ
とである．この制約想定は，KKT条件が最適性の必要
条件となるための十分条件であり，これまでにさまざま
なものが提案されている．ここでは，最も代表的な制
約想定の一つとして知られるMangasarian-Fromovitz

Constraint Qualification (MFCQ)を紹介する．

定義 2. NSDP(1) の実行可能点 x において MFCQ

が成り立つとは，

rank(∇g(x)) = m,

∃d ∈ R
n [∇g(x)�d = 0, X(x) +A(x)d 
 O]

が満たされることである．

いま，点 xに対して集合 Λ(x)を Λ(x) := {(y, Z) ∈
R

m × S
d : (x, y, Z) は式 (3)を満たす } と定義しよ

う．MFCQ は集合 Λ(x) が非空かつ有界となるため
の十分条件であることが知られている [4]．この性質か
ら，MFCQ は KKT 条件が最適性の必要条件となる
ための十分条件であることがわかる．また，MFCQは
NSDP (1)の解法の大域的収束性を議論する際にも重
要な役割を果たしている．NSDP (1)に対する解法は
これまでにいくつも提案されており，それらの多くは，
主双対内点法，逐次二次計画法，拡張ラグランジュ法
などの非線形最適化の解法に基づいたものである [5]．
これらの既存手法の主な目的は，NSDP (1) の KKT

点を求めることであり，多くの場合は MFCQ を仮定
して大域的収束性を証明している．

3. NSDPに対する点列 KKT条件

前節では，NSDP (1) の最適性の必要条件として，
制約想定の下で成り立つ KKT条件を与えたが，近年
では制約想定を仮定せず成り立つ最適性の必要条件と
して点列 KKT条件という概念が提案されている．点
列 KKT条件は，いくつかの種類が提案されているが，
ここでは Approximate KKT (AKKT)条件と Trace

Approximate KKT (TAKKT) 条件を紹介する．ま
ず，AKKT条件については以下のように定義される．

定義 3. 点 x ∈ R
n において AKKT条件が成り立つ

とは，g(x) = 0 および X(x) � O が成り立ち，ある
点列 {(xk, yk, Zk)} ⊂ R

n ×R
m× S

d
+ および直交行列

U , Uk (k ∈ N)が存在し，

lim
k→∞

xk = x, lim
k→∞

∇xL(xk, yk, Zk) = 0,

∀j ∈ {1, . . . , d} [λU
j (X(x)) > 0 =⇒

∃kj ∈ N ∀k ≥ kj λUk
j (Zk) = 0],

X(x) = Udiag[λU
1 (X(x)), . . . , λU

d (X(x))]U�,

Zk = Ukdiag[λ
Uk
1 (Zk), . . . , λ

Uk
d (Zk)]U

�
k ,

lim
k→∞

Uk = U

を満たすことである．

続いて，TAKKT条件は以下のように定義される．
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定義 4. 点 x ∈ R
n において TAKKT 条件が成り立

つとは，g(x) = 0 および X(x) � O が成り立ち，あ
る点列 {(xk, yk, Zk)} ⊂ R

n × R
m × S

d
+ が存在し，

lim
k→∞

xk = x, lim
k→∞

〈X(xk), Zk〉 = 0,

lim
k→∞

∇xL(xk, yk, Zk) = 0

を満たすことである．

AKKT条件および TAKKT条件を満たす点 xのこ
とを，それぞれ AKKT点および TAKKT点と呼ぶ．
先にも述べたが，AKKT 条件および TAKKT 条

件は，制約想定を仮定せずに導き出される最適性の
必要条件である．したがって，MFCQ を仮定したと
きのように Λ(x) が非空かつ有界になる保証はない．
実際，AKKT条件および TAKKT条件はともに点列
{(xk, yk, Zk)} ⊂ R

n × R
m × S

d
+ によって特徴づけら

れており，ラグランジュ乗数に対応する点列 {yk}およ
び {Zk}は，有界とは限らないことに注意してほしい．
ここまで，MFCQ などの制約想定が仮定されてい

ない場合を想定してきたが，「制約想定が成り立つ場
合には，AKKT点や TAKKT点は KKT点となるの
だろうか？」という疑問を抱く読者もいることかと思
う．これに関する性質は，Andreani et al. [6]によっ
て示されており，MFCQの仮定の下で AKKT点およ
び TAKKT点は KKT点となることがわかっている．
これはつまり，AKKT点およびTAKKT点は，制約想
定が成り立たないような問題（以下，退化した問題1と
呼ぶ）に対して意味を成すといえる．

4. 安定化逐次二次半正定値計画法

これまで，NSDPに対する KKT点を求めるための
手法は数多く提案されているが，AKKT点やTAKKT

点などの点列最適性条件を満たす点を求めるための手法
はほとんど提案されていない．ここでは，AKKT点ま
たはTAKKT点を求めるための安定化逐次二次半正定
値計画法（Stabilized Sequential Quadratic Semidef-

inite Programming Method, SSQSDP法）について
紹介する．先述したように，AKKT点およびTAKKT

点は退化した問題に対して意味を成すため，SSQSDP

法は退化した問題を解くための手法であることに注意さ
れたい．この手法は，非線形最適化における逐次二次計
画法（Sequential Quadratic Programming Method,

1 退化した問題は，KKT 条件を満たすようなラグランジュ
乗数が存在するとは限らないため，一般的な非線形最適化の
枠組みで扱うことが理論的に困難であると知られている．

SQP法）に基づいているが，既存の手法とは異なり，
以下のようないくつかの特徴的な性質をもつ．
・各反復において部分問題は実行可能であり，かつ，
厳密に解く必要がない．

・制約想定を仮定せずに，AKKT点またはTAKKT

点への大域的収束性が保証される．
ここで説明する SSQSDP法は，主に「探索方向の

計算」，「点列 {xk}の更新」，「ラグランジュ乗数の点
列 {yk} および {Zk} と各種パラメータの更新」の三
つのステップから構成される．以下では，これらのス
テップについて説明する．

4.1 探索方向の計算
非線形最適化における SQP法は，毎回の反復点にお

いて元の問題から導出される二次計画問題を部分問題と
して，これを解くことで探索方向を計算する．SSQSDP

法においても同様の枠組みで探索方向を計算するが，部
分問題の生成方法が一般のSQP法と異なる．この部分
問題の生成に関して以下に述べる．現在の反復回数を
k ∈ N∪{0}とし，k回目の反復点を vk := (xk, yk, Zk)

としよう．まず，NSDP (1)に関する minmax問題

minimize
x∈Rn

maximize
(y,Z)∈Rm×Sd+

L(x, y, Z)

を考える．ただし，Lは式 (2)で定義したラグランジュ
関数である．この問題は，NSDP (1)と本質的に同じ問
題であることが簡単な計算によりわかる．一般の SQP

法では，この問題の目的関数 Lに対して，

˜L(ξ, ζ,Σ) := 〈∇f(xk), ξ〉+ 1

2
〈Hkξ, ξ〉

− 〈ζ, g(xk) +∇g(xk)
�ξ〉 − 〈Σ, X(xk) +A(xk)ξ〉

のような二次近似関数 ̂Lの minmax問題

minimize
ξ∈Rn

maximize
(ζ,Σ)∈Rm×Sd+

˜L(ξ, ζ,Σ)

の解 (ξ∗, ζ∗,Σ∗)を求める．ただし，行列Hk ∈ S
n は

∇2
xxL(vk)もしくはその近似である．そして，探索方
向を (ξ∗, ζ∗ − yk,Σ

∗ − Zk)と設定する．しかし，い
ま NSDP (1)は退化した問題を想定しており，このよ
うな問題に対して通常の非線形最適化の手法を用いる
と，ラグランジュ乗数が発散し，解へ収束しないこと
が多々ある．そこで，SSQSDP法では

̂L(ξ, ζ,Σ) := 〈∇f(xk), ξ〉+ 1

2
〈Hkξ, ξ〉

− 〈ζ, g(xk) +∇g(xk)
�ξ〉 − 〈Σ, X(xk) +A(xk)ξ〉

− σk

2
‖ζ − yk‖2 − σk

2
‖Σ− Zk‖2F

のような二次近似関数 ̂Lの minmax問題
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minimize
ξ∈Rn

maximize
(ζ,Σ)∈Rm×Sd

+

̂L(ξ, ζ,Σ) (4)

を考える．ただし，σk > 0はパラメータである．この
問題には，ラグランジュ乗数に関する近接項 σk

2
‖ζ −

yk‖2 および σk
2
‖Σ − Zk‖2F が含まれている．これは，

ラグランジュ乗数が発散していかないように抑制する
効果があり，これによってラグランジュ乗数の計算を
安定化させることができる [7]．よって，問題 (4)は安
定化部分問題と呼ばれている．また，問題 (4)は

minimize
(ξ,ζ,Σ)∈W

〈∇f(xk), ξ〉+ 1
2
〈Hkξ, ξ〉

+σk
2
‖ζ‖2 + σk

2
‖Σ‖2F

subject to g(xk) +∇g(xk)
�ξ + σ(ζ − yk) = 0

X(xk) +A(xk)ξ + σ(Σ− Zk) � O

(5)

と等価である．SSQSDP法では，これを部分問題とし
て扱う．ただし，W := R

n×R
m×S

dと定義する．問
題 (5)は，二次半正定値計画問題と呼ばれるものであ
り，これを近似的に解くことで探索方向を計算する．
ここで注目すべきは，問題 (5)は各反復 kに対して

必ず実行可能であり，これを厳密に解かなくても大域的
収束性が保証されるという点である．既存の SQP法
では，各反復において部分問題が実行可能となる保証
はなく，しかも部分問題の厳密解を得ることで大域的
収束性が保証されるため，これらの点は SSQSDP法
がもつ利点であるといえる．
反復 k回目における問題 (5)の近似解を (ξk, ζk,Σk),

xk に関する探索方向を pk としよう．このとき，探索
方向は pk := ξk により与えられる．また，

ȳk+1 := ζk, Z̄k+1 := [Σk]+ (6)

については，次の反復でのラグランジュ乗数 yk+1およ
びZk+1の候補となる．ただし，[M ]+ ∈ argmin{‖M−
P‖F : P ∈ S

d
+}である．これらの更新方法については

後に述べる．
4.2 点列 {xk}の更新
探索方向 pkを計算した後，pk 方向に沿って点 xkを

更新する．このとき，点列 {xk}はAKKT点もしくは
TAKKT点へ近づいていくように更新をしたい．そこ
で，以下のメリット関数を導入する．

F (x;σ, y,Z) := f(x) +
1

2σ
‖σy − g(x)‖2

+
1

2σ
‖[σZ −X(x)]+‖2F

ただし，x ∈ R
n は変数，σ > 0, y ∈ R

m, Z ∈ S
dはパ

ラメータである．この関数F は，Andreani et al. [6]に
おける拡張ラグランジュ関数に対応しており，Rn 上で

微分可能であることが知られている．また，探索方向 pk

はその降下方向，つまり，〈∇F (xk; σk, yk, Zk), pk〉 <
0 となることが示されている [4]．さらに，AKKT点
に関連する以下の定理が成り立つ．

定理 1（文献 [4]）. 点列 {x̂k} ⊂ R
n, {σ̂k} ⊂ R,

{ŷk} ⊂ R
m, { ̂Zk} ⊂ S

d
+ は，∇F (x̂k; σ̂k, ŷk, ̂Zk) →

0 (k →∞)を満たすとする．このとき，点列 {x̂k}が
有界であるならば，その任意の集積点はAKKT点と
なる．

定理 1より，関数 F の停留点を求めること，すなわ
ち，関数 F を最小化することが，AKKT点への収束
に繋がると期待できる．よって，適切な直線探索を用
いてステップサイズ αk > 0を決定し，xk+1 := xk +

αkpk と更新する．
4.3 ラグランジュ乗数の点列 {yk} および {Zk}

と各種パラメータの更新
以下では，k+1反復目の点xk+1 ∈ R

nと，式 (6)によ
り計算されたラグランジュ乗数の候補 ȳk+1 ∈ R

mおよ
び Z̄k+1 ∈ S

d
+をまとめて v̄k+1 := (xk+1, ȳk+1, Z̄k+1)

と表記する．ここでは，k + 1 反復目のラグランジュ
乗数 yk+1 ∈ R

m および Zk+1 ∈ S
d
+ の計算方法と各種

パラメータの更新方法について説明する．
まず，与えられた点 v := (x, y, Z) ∈ W と TAKKT

点との距離を測るため

Φ(v) := ‖g(x)‖+max{λmax(−X(x)), 0}
+‖∇xL(v)‖+ |〈X(x), Z〉|

を定義する．この定義より，以下の定理が成り立つ．

定理 2（文献 [4]）. 点列 {x̂k} ⊂ R
n, {ŷk} ⊂ R

m,

{ ̂Zk} ⊂ S
d
+ は，Φ(x̂k, ŷk, ̂Zk) → 0 (k → ∞)を満た

すとする．このとき，点列 {x̂k}が有界であるならば，
その任意の集積点は TAKKT点となる．

AKKT点との距離の測り方については，定理 1の性
質を利用する．以下では，これらの性質を用いて，ラ
グランジュ乗数の点列 {yk} および {Zk} と各種パラ
メータを更新するための手法を考える．この手法では，
(a) xk+1 が xk に比べて TAKKT点へ近づいている
(b) xk+1 が xk に比べて AKKT点へ近づいている
(c) xk+1 が，xk に比べて TAKKT点にも AKKT点
にも近づいていない（つまり，前述の (a) と (b)

のどちらにも該当しない）
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の三つの場合に分けることで，それぞれの状況に応じ
た更新方法を採用する．したがって，(a), (b)のどち
らに該当するのかを判定する必要があるため，(a)に該
当するかどうかを判定するための基準としてパラメー
タ φk を，(b)に該当するかどうかを判定するための基
準としてパラメータ γk を導入する．
いま，定理 2の性質を考慮すると，Φ(v̄k+1)が何か

しらの基準値よりも小さければ (a)と判定しても良さ
そうである．したがって，Φ(v̄k+1) ≤ φk が成り立て
ば (a)と判定する．これにより，ラグランジュ乗数の
候補 ȳk+1および Z̄k+1 が良い傾向であると見なし，こ
れらを k + 1反復目のラグランジュ乗数として採用す
る．そして，次の反復でさらに厳しい基準を課すため
に φk+1 := 1

2
φk と減少するように更新する．

次に，定理 1に注目すると，‖∇F (xk+1;σk, yk, Zk)‖
が何かしらの基準値よりも小さければ (b)

と判定しても良さそうである．したがって，
‖∇F (xk+1;σk, yk, Zk)‖ ≤ γk が成り立てば (b)

と判定する．前節でも述べたが，ここでは F の最小
化が行われているということ，そして，F は拡張ラグ
ランジュ関数であるということに注意してほしい．こ
れを考慮すると，拡張ラグランジュ法に基づいた更
新方法を採用することが妥当であろう．したがって，
ラグランジュ乗数を yk+1 := ΠC(yk − 1

σk
g(xk+1)),

Zk+1 := ΠD(Zk − 1
σk

X(xk))，パラメータを σk+1 :=
1
2
σk と更新する．ただし，C := {y ∈ R

m : − r ≤
[y]j ≤ r, j = 1, . . . ,m}, D := {Z ∈ S

d : O � Z �
rI}, r � 0 は定数，I は単位行列，ΠM は凸集合M

への凸射影を表す．これらは，ラグランジュ乗数の有
界性が保証されていないことによる {yk} と {Zk} の
発散を抑制する役割を担っている．そして，次の反復
でさらに厳しい基準を課すために γk+1 := 1

2
γk と減

少するように更新する．
最後に，(c)の場合は，期待よりも良い傾向ではない

ため，現状を維持するような更新を行う．
以上をまとめると以下のような更新手法となる．

Procedure 1.

Step 1: もし，Φ(v̄k+1) ≤ φk であれば，yk+1 :=

ȳk, Zk+1 := Z̄k, σk+1 := σk, φk+1 := 1
2
φk,

γk+1 := γk として終了する．
Step 2: もし，‖∇F (xk+1;σk, yk, Zk)‖ ≤ γkであ
れば，yk+1 := ΠC(yk − 1

σk
g(xk+1)), Zk+1 :=

ΠD(Zk− 1
σk

X(xk)), σk+1 := 1
2
σk, φk+1 := φk,

γk+1 := 1
2
γk として終了する．

Step 3: yk+1 := yk, Zk+1 := Zk, σk+1 := σk,

φk+1 := φk, γk+1 := γk として終了する．

4.4 SSQSDP法
これまでに説明した各ステップを組み合わせると，

SSQSDP法は以下のようになる．
SSQSDP法

Step 0: r � 0 をとり，v0 := (x0, y0, Z0) ∈ W,

ȳ0 := y0, Z̄0 := Z0, σ0 > 0, φ0 > 0, γ0 > 0,

k := 0を設定する．
Step 1: vk が終了条件を満たせば終了する．
Step 2: 適切なHk をとり，部分問題 (5)を解く．
そして，近似解 (ξk, ζk,Σk) を得て，pk := ξk,

ȳk := ζk, Z̄k := [Σk]+ と設定する．
Step 3: 直線探索により関数 F の値が減少するス
テップサイズ αk を計算し，xk+1 := xk + αkpk

と更新する．
Step 4: yk+1, Zk+1, σk+1, φk+1, γk+1を Proce-

dure 1により計算する．
Step 5: k ← k + 1として，Step 1へ戻る．
また，SSQSDP法は，制約想定を含まない適切な仮

定の下で大域的収束性が示される．

5. おわりに

本稿では，主に NSDP (1)に対する点列最適性条件
や，そのような条件を満たす点を求めるための SSQSDP

法を紹介した．SSQSDP法の大域的収束性については，
紙面の都合上，詳しく述べることはできなかったが，詳
細は文献 [4]を参照して頂きたい．
今後は，本稿で提案した SSQSDP法に対する局所

的超一次収束性を示すことや，SSQSDP法を実装した
ソルバーの開発などに挑戦していきたい．

謝辞 本稿を執筆する機会を下さりました編集委員
の先生方に，この場を借りて御礼申し上げます．

参考文献

[1] J. F. Sturm, “Using SeDuMi 1.02, a Matlab toolbox
for optimization over symmetric cones,” Optimization
Methods and Software, 11, pp. 625–653, 1999.

[2] K. C. Toh, M. J. Todd and R. H. Tütüncü, “SDPT3–
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