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機械学習問題における確率的最適化技法
鈴木　大慈，二反田　篤史，村田　智也

本稿では，機械学習における確率的最適化手法を取り上げる．確率的最適化は大規模データを用いた機械学習
を高速に実行するために有用であり，特に一次法との相性がよい．本稿では，その中でもわれわれが提案してき
た二つの手法「確率的 DC 計画法」および「二重加速確率的分散縮小勾配降下法」を紹介する．

キーワード：確率的最適化，DC計画，確率的分散縮小勾配降下法，Nesterovの加速法，機械学習

1. はじめに

本稿では，機械学習問題における確率的最適化手法
を二つ紹介する．機械学習において確率的最適化は，目
的関数に現れる有限和や積分をランダムサンプリング
で置き換えながら最適化する方法である．ランダムサ
ンプリングを用いることで，有限和や積分を正確に計
算する必要がなく，更新にかかる計算時間を短縮でき，
大規模データを用いた学習などを効率的に実行できる．
本稿では，まず DC (difference of convex functions)

計画における確率的最適化手法 [1] （2節）を紹介し，
続いて経験誤差最小化にて有用な確率的分散縮小勾配
降下法の加速法を紹介する [2]（3節）．機械学習にお
いては，大規模データを扱ったり，多数の単純な関数
の和を最小化することが多い．そのような場面におい
て確率的最適化手法は強力な手法である [3]．その中で
も，DC計画はボルツマンマシンや隠れ変数モデルで
現れる重要な問題設定である．ここで紹介する手法を
用いることで，既存手法よりも効率的な最適化が可能
になる．後半で扱う経験誤差最小化は，高次元スパー
ス学習において重要なスパース正則化学習などで現れ
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る標準的な問題である．紹介する手法を用いることで，
最小のミニバッチサイズで最適な反復回数を達成する
ことができる．

2. 確率的 DC計画法

本節では，DC計画に対する確率的最適化手法を紹
介する．ここで紹介する手法は，文献 [1] で提案され
たものである．

2.1 問題設定
DC計画 [4]は次の形で定式化される：

minimize
x∈Rd

f(x)
def
= g(x) − h(x), (1)

ただし，g と h は R
d → R なる微分可能な凸関数で

ある．
DC構造はさまざまな機械学習応用において現れる

重要な構造である．たとえば，経済，金融，オペレー
ションズ・リサーチ，生物学といった応用で用いられ
ている．より機械学習的な問題においても，マルチプ
ルカーネル学習 [5] やサポートベクトルマシンにおけ
る特徴選択問題 [6]において DC計画が現れる．さら
には，ボルツマンマシン (Boltzmann machine, BM)

といった重要な応用も存在する．これは，二値変数を
観測値と隠れ変数にもち，エネルギー関数を用いて定
式化された生成モデルである．さらに，DC構造は次
のような性質をもつ：(i) Stone–Weierstrassの定理と
多項式の DC分解により，コンパクト集合上の任意の
連続関数はDC関数により近似可能である [7–9]；(ii)

ヘッセ行列が下に有界な任意のC2-関数はDC関数と
して表現できる．
最適化問題 (1)を解くための代表的な手法としてDC

アルゴリズム (DC algorithm, DCA) とその変種があ
る [4]．これは，部分問題として凸関数 g と凹関数 −h

の線形近似の和を最小化する問題を考え，各反復にこ
の部分問題を解くというものである．DCA はその定
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表 1 SPD の計算量

一般的設定 滑らかな h Polyak–�Lojasiewicz 条件
外側反復数 O(Lg/ε) O(min{Lg, Lh}/ε) O(CLg log 1

ε
)

総計算量（一般論） O(Lg/ε2) O(Lg/ε2) O
(

CLg

ε
log 1

ε

)
総計算量（分散増大条件） O

(
Lg(1+β)

ε
log 1

ε

)
O

(
Lg(1+β)

ε
log

Lg

εLh

)
O

(
CLg(1 + β)(log 1

ε
)2
)

式化の簡便さと，収束が効率的であることから，多く
の分野で用いられてきた．
文献 [1]は，確率的近接DCアルゴリズム (stochas-

tic proximal DC algorithm, SPD) を提案している．
提案手法は，関数値と勾配が確率的にしか観測できない
確率的問題設定において有効な手法である．この設定
での最適化手法はボルツマンマシンの学習など広い応
用がある．さらに，Expectation-Maximization (EM)

法やMonte Carlo EM (MCEM) 法といった隠れ変数
の構造を利用した手法は，SPDアルゴリズムの変種と
捉えることができる．これらの手法は，DC計画問題
であると捉えることにより，SPDアルゴリズムによっ
てさらに効率的な学習が可能になる．
表 1は提案手法の計算量に関して，一般的設定（gの

みがLg-平滑），hが平滑な凸関数の場合（g, hがともに
Lg, Lh-平滑），そして f が Polyak–�Lojasiewicz 条件
（2.3.3 節で詳述）を満たしている場合について比較し
たものである．表 1の 2行目は，部分問題に特に条件
を課さない場合の全体計算量を表している．RSG [10]

は Lipschitz 連続な平滑非凸目的関数を最適化するた
めの確率的最適化手法であるが，これも提案手法と同
等の O(Lg/ε

2)なる計算量を達成することが（証明を
少し修正することで）示せる．しかし，全体計算量は部
分問題を解く際に前の反復の解から開始し十分小さな
ステップサイズを用いて最適化を行う warm-start と
いった技法を考慮に入れていないため，実応用におけ
る SPDの性能は表 1に示した理論値よりも高くなる
ことが実験的に確認されている．

2.2 確率的 DCアルゴリズム
ここでは，gと hの確率的勾配（真の勾配に観測ノイ

ズが乗ったもの）しか観測できない状況を考える．ボル
ツマンマシンなど，多くの場合で g や hの勾配を計算
するのに大規模な和や積分を計算する必要がある．そ
の計算を省略するために，ランダムサンプリングで置
き換えることを考える．確率的勾配のみが観測される
状況はこのような設定に対応している．上記の問題設
定で，SPDアルゴリズムをこれから説明する．Hk を
サイズが d×dの正定値対称行列とし，‖·‖Hk をHkに
よって定義されるMahalanobis 距離とする：つまり，

v ∈ R
dに対して，‖v‖Hk =

√〈v,Hkv〉とする．vh(x)

を∇h(x)の普遍推定量とし，σ2
hを vh の分散の上界と

する；E[vh(x)] = ∇h(x), E[‖vh(x)−∇h(x)‖22] ≤ σ2
h.

xk を k-反復目における暫定解とする．
xk を更新して xk+1を得るために，SPDは次で与え

られる部分問題を確率的最適化によって近似的に解く：

SP (k) : min
x∈Rd

{φk(x)
def
= g(x) +

1

2
‖x− xk‖2Hk

− (h(xk) + 〈vh(xk), x− xk〉)} . (2)

この更新式の近接勾配法との類似点に注意されたい．
通常の決定的なDCアルゴリズムとこの更新式 (2)と
の違いは，後者は確率的な近似と近接項 1

2
‖x− xk‖2Hk

があることである．この近接項は xk+1 が前の値 xk

からノルム ‖ · ‖Hk の意味で遠く離れないように制
御するための項である．実用的には Hk として，(i)

Hk = μId, μ > 0や (ii) 2回微分可能な hについては
Hk =

∣∣diag
(∇2h(xk)

)∣∣ + μId を用いることが多い．
なお，| · | は要素ごとに絶対値を取ることを表す．こ
の部分問題 (2)を正確に解くのは非実用的であるため，
部分問題の近似解に関して次のような条件を課す：

E[φk(xk+1)|Fk] ≤ φ∗
k + δ . (3)

ただし，Fk は k回目の反復までの履歴（より正確には
増大情報系）で，φ∗

k は SP (k)の最適値，そして δ > 0

は部分問題の求解精度である．ここで，この部分問題
を解く際に，前の反復の解から開始し十分小さなステッ
プサイズを用いて最適化を行う warm-start を用いれ
ば，実用上は容易に条件 (3) を満たすようにできる．
SPDの具体的な手続きを Algorithm 1に記述する．

Algorithm 1. SPD（確率的近接 DCアルゴリズム，
Stochastic proximal DC algorithm）

Input: 初期値 x1，反復回数の上界M，SP (k)を解くた
めのソルバー A, A の内部反復回数 T .
R ∈ {1, 2, . . . ,M} を一様ランダムに選択．
for k = 1 to R− 1 do

Hk を更新．
∇h(xk) の確率的近似である vh(xk) を計算．
xk+1 ← Aを T 反復して SP(k)を解いて得られた解．

end for
return xR.
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2.3 理論解析
本節では SPDアルゴリズムの収束解析を与える．こ

こでは簡単のため，Hk として μkIdのみを考える．ま
ず最初に平滑性を以下のように定義する．

定義 1. 関数 φ がある Lφ > 0 に対して (Lφ-)平滑
であるとは，∀x,∀y ∈ R

d で

‖∇φ(x) −∇φ(y)‖ ≤ Lφ‖x− y‖2,

を満たすことと定義する．

2.3.1 一般的設定
解のよさとして目的関数 f の勾配の二乗の期待値を

用いた場合，提案手法によって得られる解のよさは次
の定理のように評価することができる．

定理 2. g は Lg-平滑で，部分問題の解は期待値条件
(3)を満たし，f の最適解 f∗は下に有界であるとする．
μk = O(Lg)かつ，μk = Ω(Lg)か σh = 0のどちらか
が成り立っているとする．すると，次が成り立つ：

E[‖∇f(xR)‖22]

≤ O

(
Lgδ + σ2

h +
Lg(f(x1) − f∗)

M

)
.

2.3.2 滑らかな h

本節では，hが平滑な場合の収束解析について述べ
る．計算複雑度を評価するにあたり，アルゴリズムを
少し修正する：SPDの反復数 Rを，{1, 2, . . . ,M}の
代わりに {2, 3, . . . ,M + 1} から一様ランダムに選択
する（ただし，M は正の整数）．すると，次の収束定
理を得る．この定理より，Lh が小さければ SPDはよ
り速い収束を達成することがわかる．

定理 3. Lh = O(Lg)かつ，f の最適解 f∗ は下に有
界であるとする．すると，次が成り立つ：

E[‖∇f(xR)‖22]

≤ O

(
Lgδ + σ2

h +
Lh(f(x1) − f∗)

M

)
.

2.3.3 Polyak–Łojasiewicz条件
ここでは，Polyak–�Lojasiewicz 条件（PL条件）の

もと，SPDアルゴリズムを改良した二重ループ型 SPD

(Algorithm 2) の収束解析を与える．なお，Polyak–

�Lojasiewicz 条件は以下で与えられる．

定義 4. 凸とは限らない関数 φがPolyak–�Lojasiewicz

条件（PL条件）を満たすとは，ある正の定数 C > 0

が存在して，任意の x ∈ R
d において

φ(x) − minφ ≤ C‖∇φ(x)‖22 (4)

が成り立つことと定義する．

この仮定が成り立っていれば，関数の大きさが勾配
の大きさで抑えられるため，勾配が 0に近づくほど関
数値が小さくなることが保証される．特に，強凸関数
は PL条件を満たすことが知られており，平滑性と合
わせて勾配法が強凸関数の最小化において線形収束す
るために本質的な役割を果たす条件である．その意味
で，PL 条件は強凸関数における重要な性質を取り出
して非凸関数へ拡張したものとみなせる．

Algorithm 2. 二重ループ型 SPD

Input: 初期値 y1，外側ループの反復数N，Algorithm 1の
引数M,A, T .
for t = 1 to N − 1 do

yt+1 ← Algorithm 1 (yt,M,A, T ).
end for
return yN .

Algorithm 1 と Algorithm 2 は実質的に最適化を
進める途中のどの段階で解を返すかの違いしかないた
め，実装上はほとんど修正の必要はない．δ = O(ε/Lg),

M = O(CLg/2)とし，σ2
h = O(ε)とすると，定理 2と

式 (4)より，

E[‖∇f(yt+1)‖22] ≤ ε +
E[‖∇f(yt)‖22]

2

であることが容易に確認できる．この再帰的関係式か
ら，E[‖∇f(yt+1)‖22] ≤ 2ε+ ( 1

2
)t‖∇f(y1)‖22 であるこ

とがすぐにわかる．これは，Algorithm 2の外部反復
をN = O(log 1/ε)回実行することにより，誤差 εの解
が求まることを示している．よって，次の定理を得る．

定理 5. 定理 2と同じ条件を仮定し，さらに目的関数
f は Polyak–�Lojasiewicz 条件を満たしているとする．
δ,M と σhを上記のように設定する．すると，SPDア
ルゴリズムの内部ループの計算量も含めた ε-解を求め
るための総計算量は O(CLg log 1

ε
)で抑えられる．
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これらの結果を総合して，各条件における全計算量
を表 1 にまとめる．さらに，「分散増大条件」を追加
で仮定することで計算量を改善させることができる [1]

が，詳細は省く．ここで，表 1の β はこの分散増大条
件に関わる定数である．

3. 二重加速確率的分散縮小勾配降下法

本節では，文献 [2]で提案された，分散縮小法と呼
ばれる手法に Nesterov の加速法を組み込んだ凸関数
の確率的最適化手法を紹介する．機械学習では凸関数
の有限和を最小化する問題が頻繁に現れ，そのような
関数を最適化するために分散縮小技法を用いた加速
確率的最適化手法が多く提案されている（加速確率
的双対座標上昇法 (accelerated stochastic dual co-

ordinate ascent, ASDCA) [11]，Universal Catalyst

(UC) 法 [12]，加速近接勾配座標降下法 (accelerated

proximal coordinate gradient, APCG) [13]，確率
的主双対座標降下法 (stochastic primal-dual coordi-

nate, SPDC) [14]，加速ミニバッチ近接確率的分散縮小
勾配法 (accelerated mini-batch proximal stochastic

variance reduced gradient, AccProxSVRG) [15, 16]，
Katyusha [17]）．

[2] で提案された手法は，二重加速確率的分散縮小
勾配降下法 (doubly accelerated stochastic variance

reduced dual averaging, DASVRDA) と呼ばれるも
のであり，従来手法と比べてミニバッチ法を有効活用
できる手法である．なお，ミニバッチ法とは更新ごと
に 1個の観測点のみを用いるのではなく，複数個の観
測点（ミニバッチ）を用いる方法である．DASVRDA

はこのミニバッチのサイズに対する計算効率がよい手
法である．DASVRDAの性質およびその各種既存手
法との比較を表 2にまとめる．

3.1 問題設定：正則化付き経験誤差最小化
この節では，問題設定および理論で重要な仮定を述

べる．ここで考える最適化問題は以下の正則化付きの
経験誤差最小化問題 (regularized empirical risk min-

imization, ERM) である：

min
x∈Rd

{P (x)
def
= F (x) + R(x)}. (5)

ただし，F (x) = 1
n

∑n
i=1 fi(x) である．ここで，各

fi : Rd → Rは Li-平滑な凸関数で R : Rd → Rは近
接写像が容易に計算できるという意味で単純な凸関数
であるとする．Rは微分不可能でも構わない．この形
をした最適化問題は，機械学習で頻繁に現れる基本的
な問題である．たとえば，正則化付きロジスティック

回帰は次のように定式化される：

min
x∈Rd

1

n

n∑
i=1

log{1 + exp(−bia
�
i x)} + R(x), (6)

ただし各 ai ∈ R
d は i 番目の観測の特徴ベクトルで，

各 bi ∈ {±1}はそれに対応する教師ラベルであり，ま
た R(x) は正則化関数である．正則化関数 R(x)の例
として，�1-正則化 R(x) = λ‖x‖1 (λ ≥ 0) やエラス
ティックネット正則化 R(x) = λ1‖x‖1 + (λ2/2)‖x‖22
(λ1, λ2 ≥ 0)などがある．
ここで，目的関数に次の仮定を置く．

仮定 1.

1. 最適化問題 (5)には最適解 x∗ が存在する．
2. 各 fi は凸関数で，Li-平滑である．
3. 正則化関数 R は凸で，以下で定義される近接写
像が O(d)の計算量で計算できる：

proxR(y) = arg min
x∈Rd

{
1

2
‖x− y‖2 + R(x)

}
.

仮定 1に加えて強凸性を満たす目的関数に対するア
ルゴリズムも考察する．

仮定 2. ある μ > 0が存在して，目的関数 P が（最
適解の周りにおいて）μ-一点強凸関数である．つまり，
P は唯一の最適解 x∗ = arg minx∈Rd f(x)をもち，

μ

2
‖x− x∗‖2 ≤ P (x) − P (x∗) (∀x ∈ R

d),

を満たす．

一点強凸性の条件は通常の強凸性 [19]に比べて弱い
条件であることに注意されたい．

3.2 アルゴリズムの詳細

Algorithm 3. DASVRDAns(x̃0, γ, {Li}ni=1, m, b, S)

x̃−1 = z̃0 = x̃0, θ̃0 = 1 − 1
γ

, L̄ = 1
n

∑n
i=1 Li,

Q = {qi} =
{

Li
nL̄

}
, η = 1(

1+
γ(m+1)

b

)
L̄

.

for s = 1 to S do

θ̃s =
(

1− 1
γ

)
s+2
2

, ỹs = x̃s−1 +
θ̃s−1−1

θ̃s
(x̃s−1 −

x̃s−2) +
θ̃s−1

θ̃s
(z̃s−1 − x̃s−1).

(x̃s, z̃s) = AccSVRDA(ỹs, x̃s−1, η,m, b, Q).
end for
return x̃S .
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表 2 提案手法 DASVRDA と SVRG (SVRG++ [18]), ASDCA (UC), APCG, SPDC, Katyusha, AccProxSVRG との
比較

μ-strongly convex Non-strongly convex

Total computational cost Necessary size of mini-batches Total computational cost Necessary size of mini-batches

in size b mini-batch settings L/μ ≥ n L/μ ≤ n in size b mini-batch settings L
ε
≥ n log2(n) L

ε
≤ n log2(n)

SVRG (SVRG++) O
(
d
(
n + bL

μ

)
log

(
1
ε

))
Unattainable Unattainable O

(
d
(
nlog

(
1
ε

)
+ bL

ε

))
Unattainable Unattainable

ASDCA (UC) Õ
(
d
(
n +

√
nbL
μ

)
log

(
1
ε

))
Unattainable Unattainable Õ

(
d
(

n+
√

nbL√
ε

))
Unattainable Unattainable

APCG O
(
d
(
n +

√
nbL
μ

)
log

(
1
ε

))
O(n) O(n) No direct analysis Unattainable Unattainable

SPDC O
(
d
(
n +

√
nbL
μ

)
log

(
1
ε

))
O(n) O(n) No direct analysis Unattainable Unattainable

Katyusha O
(
d
(
n +

√
nbL
μ

)
log

(
1
ε

))
O(n) O(n) O

(
d

(
nlog

(
1
ε

)
+

√
nbL
ε

))
O(n) O(n)

AccProxSVRG O
(
d
(
n +

(
n−b
n−1

)
L
μ

+ b
√

L
μ

)
log

(
1
ε

))
O
(√

L
μ

)
O

(
n
√

μ
L

)
No direct analysis Unattainable Unattainable

DASVRDA O
(
d
(
n +

√
nL
μ

+ b
√

L
μ

)
log

(
1
ε

))
O

(√
n
)

O
(
n
√

μ
L

)
O

(
d

(
n log(n

b
) +

√
nL
ε

+ b
√

L
ε

))
O

(√
n
)

Õ
(
n
√

ε
L

)
n は目的関数を構成する有限和の個数，d は変数の次元，b はミニバッチサイズ，L は平滑性パラメータ，μ は目的関数の強凸性パラメータ，ε は解
の精度である．“Necessary size of mini-batches”は最適な反復回数（強凸関数は O(

√
L/μlog(1/ε))，非強凸関数は O(

√
L/ε)）を達成する

ために必要なミニバッチサイズである．ミニバッチサイズが b の場合，全データを用いた勾配の計算は n/b の計算量としている．“Unattainable”
はアルゴリズムがミニバッチサイズを n にしても，最適な反復回数を達成しないことを意味する．Õ は log-多項式オーダーを隠したオーダー表記
である．

Algorithm 4. AccSVRDA (ỹ, x̃, η,m, b,Q)

x0 = z0 = ỹ, ḡ0 = 0, θ0 = 1
2

.
for k = 1 to m do

i1k, . . . , i
b
k ∼ Qを独立同一に生成し，Ik = {i�k}b�=1 と

する．
θk = k+1

2
, yk =

(
1− 1

θk

)
xk−1 + 1

θk
zk−1.

gk = 1
b

∑
i∈Ik

1
nqi

(∇fi(yk)−∇fi(x̃)) +∇F (x̃).

ḡk =
(

1− 1
θk

)
ḡk−1 + 1

θk
gk.

zk = proxηθkθk−1R
(z0 − ηθkθk−1ḡk) .

xk =
(

1− 1
θk

)
xk−1 + 1

θk
zk.

end for
return (xm, zm).

Algorithm 5. DASVRDAsc(x̌0,γ,{Li}ni=1,m,b,S,T )

for t = 1 to T do
x̌t = DASVRDAns(x̌t−1, γ, {Li}ni=1, m, b, S).

end for
return x̌T .

本節では，提案アルゴリズムの具体的な手続きの詳細
を述べる．非強凸な目的関数に対する DASVRDAの手
続きを Algorithm 3に記述する．DASVRDAのモー
メンタム（慣性）ステップは通常の加速法とは少し異な
る：通常はモーメンタム項 ((θ̃s−1−1)/θ̃s)(x̃s−1−x̃s−2)

を現在の解 x̃s−1 に加えるだけであるが，DASVRDA

ではさらに「積極的な解」z̃s−1 を用意し，これを用い
て (θ̃s−1/θ̃s)(z̃s−1 − x̃s−1)も加える．
次に，内部ループである Accelerated SVRDA (Al-

gorithm 4)に移る．Algorithm 4は，基本的に加速正
則化双対平均加法 (accelerated stochastic regularized

dual averaging, AccSDA) と分散縮小勾配法を組み合
わせたものである．この内部ループにおいては zk を

これまでの分散縮小した勾配 ḡk の平均を用いて更新
する．通常の分散縮小勾配法では現在の分散縮小勾配
ḡk のみを用いるが，その平均を用いる点が双対平均加
法の特徴的な点である．こうすることにより，遅延更
新と呼ばれる疎データに対する高速な更新が可能にな
り総計算量を抑えることが可能になる（詳細は文献 [2]

を参照されたい）．
Algorithm 5は，目的関数が一点強凸性を満たすと

きの手順である．強凸関数で通常用いられる定数モー
メンタム項を用いた加速 [19] を行うのではなく，Al-

gorithm 3ではリスタート法と呼ばれる手法を用いる．
リスタート法は理論的にも実用的にも利点がある．ま
ず，リスタート法は目的関数が強凸関数である必要は
なく，一点強凸関数で十分である．通常の定数モーメ
ンタム項を用いる場合は目的関数は通常の意味での強
凸関数である必要がある．さらに，リスタート法を採
用することによって，「適応的リスタート法」[20]を使
うことができる．これは，強凸性パラメータ μを事前
に設定する必要はなく，アルゴリズムが適応的にリス
タートのタイミングを調整する方法である．ヒューリ
スティクスではあるが，経験的に非常に有効な方法で
あることが知られている．

3.3 DASVRDA法の収束解析
この節では，DASVRDAの収束解析を与える．ま

ず，非強凸目的関数に対するDASVRDAns の収束解
析を考察する．

定理 6. 仮定 1 が成り立っているとする．x̃0 ∈ R
d,

γ ≥ 3, m ∈ N, b ∈ [n]および S ∈ Nとする．すると，
DASVRDAns(x̃0, γ, {Li}ni=1,m, b, S)は次を満たす：
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E [P (x̃S) − P (x∗)] ≤ 4

(S + 2)2
(P (x̃0) − P (x∗))

+
8
(

1 + γ(m+1)
b

)
L̄(

1 − 1
γ

)2

(S + 2)2m(m + 1)
‖x̃0 − x∗‖2.

この上界を最小にする最適な γ は γ = (3 +√
9 + 8b/(m + 1))/2 = O(1 + b/m) で与えられる

ことがわかる．この値を γ∗とする．すると，定理 6よ
り，次の系が得られる．

系 7. 仮定 1 が満たされているとする．x̃0 ∈ R
d,

γ = γ∗, m ∝ n/b かつ b ∈ [n] とする．
もし，S = O(1 +

√
(P (x̃0) − P (x∗))/ε +

(1/m + 1/
√
mb)

√
L̄‖x̃0 − x∗‖2/ε) と設定する

と，E [P (x̃S) − P (x∗)] ≤ ε を満たすまでの
DASVRDAns(x̃0, γ∗, {Li}ni=1,m, b, S)の総計算量は

O

(
d

(
n
√

P (x̃0)−P (x∗)
ε

+ (b +
√
n)

√
L̄‖x̃0−x∗‖2

ε

))

で抑えられる．

注釈 8. 系 7 より，非強凸な目的関数におけ
る DASVRDA の総計算量は O(d(n/

√
ε + (b +√

n)
√

L̄/ε))で抑えられる．しかし，さらに初期化を工
夫することで，O(d(nlog(n/b) + (b+

√
n)

√
L̄/ε))に

減らすことができる．詳細は文献 [2]を参照されたい．

次に，一点強凸目的関数に対するDASVRDAscアル
ゴリズムを考察する．定理 6を一点強凸目的関数に適用
することで次の定理を得る．これより，DASVRDAsc

は線形収束することがわかる．

定理 9. 仮定 1 と仮定 2 が成り立っているとす
る．x̌0 ∈ R

d, γ = γ∗, m ∈ N, b ∈ [n] かつ
T ∈ N とする．ρ

def
= 4/(S + 2)2 + 16(1 + γ∗(m +

1)/b)L̄/{(1 − 1/γ∗)2(m + 1)mμ(S + 2)2} とする．
もし，S が十分に大きく ρ ∈ (0, 1) が成り立つなら，
DASVRDAsc(x̌0, γ∗, {Li}ni=1,m, b, S, T ) は，以下の
収束を達成する：

E[P (x̌T ) − P (x∗)] ≤ ρT [P (x̌0) − P (x∗)].

定理 9より次の系を得る．

系 10. 仮定 1 と仮定 2 が満たされているとする．
x̌0 ∈ R

d, γ = γ∗, m ∝ n/b, b ∈ [n] とする．あ
る S が存在して，S = O(1 + (b/n + 1/

√
n)

√
L̄/μ)

かつ 1/log(1/ρ) = O(1) とすることができる．さら
に，もし T = O(log(P (x̌0) − P (x∗)/ε) とすれば，
DASVRDAsc(x̌0, γ∗, {Li}ni=1, m, b, S, T )の ε-解を得
るまでの総計算量は，

O
(
d
(
n + (b +

√
n)

√
L̄
μ

)
log

(
P (x̌0)−P (x∗)

ε

))
で抑えられる．

注釈 11. 系 10から，ミニバッチサイズ bが O(
√
n)

であれば，DASVRDAsc(x̌0, γ∗, {Li}ni=1, n/b, b, S, T )

は総計算量をO(d(n +
√

nL̄/μ)log(1/ε))のままに抑
えることができる．一方で，APCG, SPDC および
Katyusha は O(d(n +

√
nbL̄/μ)log(1/ε)) かかって

しまい，これらより計算量を削減できていることがわ
かる1.

注釈 12. さらに，系 10 から，L/μ ≥ n のとき，
最適な反復回数O(

√
L/μlog(1/ε))を達成するために

DASVRDAsc は O(
√
n) のミニバッチサイズで十分

であることを示唆している．一方，APCGや SPDC,

Katyushaといった既存手法はO(n)のミニバッチサイ
ズが必要で，AccProxSVRGはO(

√
L/μ)のミニバッ

チサイズが必要である．さらに，L/μ ≤ nのとき，わ
れわれの手法は O(n

√
μ/L)のミニバッチサイズで十

分である．

3.4 数値実験
本節では，DASVRDA とその他の代表的な既存

手法との比較を行う．比較手法としては以下を採用
した：SVRG [22] (and SVRG++ [18])，AccProx-

SVRG [15]，Universal Catalyst [12]，APCG [13]およ
びKatyusha [17]. 実験では，二値判別に対する正則化
ロジスティック回帰問題（式 (6)）を扱い，正則化項とし
てエラスティックネット正則化 λ1‖ · ‖1 + (λ2/2)‖ · ‖22
を用いた．ここでは，データとして a9a dataset を
用いた結果のみを示す．正則化パラメータとしては，
(λ1, λ2) = (10−4, 0), (10−4, 10−6), (0, 10−6) の三種
類の組合せを用いた．一番最初の設定では目的関数は
非強凸であり，残りの二つの設定では目的関数は強凸
である．

1 なお，論文 [2] が出版された後，Katyusha の改良版が提
案され，同じ計算量を達成することが示されている [21].
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図 1 a9a データセットにおける比較
左から順に正則化パラメータを (λ1, λ2) = (10−4, 0), (10−4, 10−6), (0, 10−6) に設定．

図 1 に各種手法の比較を示す．縦軸の “Objective

Gap” は P (x) − P (x∗)を意味し，横軸の “Gradient

Evaluations /n” は，確率的勾配 ∇fi を評価した回
数を n で割ったものである．“Restart DASVRDA”

は DASVRDA に適応的リスタート法を適用し
たものである．全体として，DASVRDA および
Restart DASVRDA 法は既存手法を大きく改善して
いることが見て取れる．興味深いことに，適応的リス
タート法を用いたDASVRDAは，非強凸関数に対して
も局所的な強凸性を捉えることで通常の DASVRDA

法よりも速い収束を示している．

4. まとめと今後の課題

本稿では，勾配を用いた二つの確率的最適化手法を
紹介した．前半では確率的DC計画法を，後半では二
重加速確率的分散縮小勾配降下法を紹介した．いずれ
の手法も確率的勾配を用いることで計算量を減らし，
全体として効率的な最適化を実現している．機械学習
では大規模データを扱う必要があり，そのような需要
に確率的勾配を用いた一次法はよく当てはまっている．
現在は深層学習の流行もあり，非凸関数の最適化に対
する確率的勾配降下法が大きな注目を集めている．し
かし，深層学習は目的関数の形状や性質がまだよくわ
かっておらず，深層学習の学習理論も考慮に入れたよ
り効率的な確率的最適化手法の開発が望まれている．

参考文献

[1] A. Nitanda and T. Suzuki, “Stochastic difference of
convex algorithm and its application to training deep
Boltzmann machines,” In Proceedings of the 20th In-
ternational Conference on Artificial Intelligence and
Statistics, pp. 470–478, 2017.

[2] T. Murata and T. Suzuki, “Doubly accelerated
stochastic variance reduced dual averaging method for
regularized empirical risk minimization,” Advances in
Neural Information Processing Systems, pp. 608–617,
2017.

[3] 鈴木大慈，『確率的最適化（機械学習プロフェッショナル
シリーズ）』，講談社，2015.

[4] T. P. Dinh and E. B. Souad, “Algorithms for solving

a class of nonconvex optimization problems: Methods
of subgradient,” North-Holland Mathematics Studies,
129, pp. 249–271, 1986.

[5] A. Argyriou, R. Hauser, C. A. Micchelli and M. Pon-
til, “A DC-programming algorithm for kernel selec-
tion,” In Proceedings of the 23rd International Con-
ference on Machine Learning, pp. 41–48, 2006.

[6] H. A. L. Thi, L. H. Minh, N. V. Vinh and T. P. Dinh,
“A DC programming approach for feature selection in
support vector machines learning,” Advances in Data
Analysis and Classification, 2, pp. 259–278, 2008.

[7] A. Ferrer, “Representation of a polynomial function
as a difference of convex polynomials, with an applica-
tion,” Lectures Notes in Economics and Mathematical
Systems, 502, pp. 189–207, 2001.

[8] S. Wang, A. Schwing and R. Urtasun, “Efficient in-
ference of continuous Markov random fields with poly-
nomial potentials,” Advances in Neural Information
Processing Systems, 25, pp. 936–944. 2014.

[9] A. A. Ahmadi and G. Hall, “DC decomposition
of nonconvex polynomials with algebraic techniques,”
Mathematical Programming, 169, pp. 69–94, 2018.

[10] S. Ghadimi and G. Lan, “Stochastic first- and
zeroth-order methods for nonconvex stochastic pro-
gramming,” SIAM Journal on Optimization, 23,
pp. 2341–2368, 2013.

[11] S. Shalev-Shwartz and T. Zhang, “Stochastic dual
coordinate ascent methods for regularized loss,” The
Journal of Machine Learning Research, 14, pp. 567–
599, 2013.

[12] H. Lin, J. Mairal and Z. Harchaoui, “A univer-
sal catalyst for first-order optimization,” Advances
in Neural Information Processing Systems, pp. 3384–
3392, 2015.

[13] Q. Lin, Z. Lu and L. Xiao, “An accelerated proxi-
mal coordinate gradient method,” Advances in Neural
Information Processing Systems, pp. 3059–3067, 2014.

[14] Y. Zhang and X. Lin, “Stochastic primal-dual co-
ordinate method for regularized empirical risk mini-
mization,” In Proceedings of the 32nd International
Conference on Machine Learning, pp. 353–361, 2015.

[15] A. Nitanda, “Stochastic proximal gradient descent
with acceleration techniques,” Advances in Neural In-
formation Processing Systems, pp. 1574–1582, 2014.

366（54）Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



[16] A. Nitanda, “Accelerated stochastic gradient de-
scent for minimizing finite sums,” In Proceedings of
the 19th International Conference on Artificial Intel-
ligence and Statistics, pp. 195–203, 2016.

[17] Z. Allen-Zhu, “Katyusha: The first direct accelera-
tion of stochastic gradient methods,” In Proceedings of
the 49th Annual ACM SIGACT Symposium on The-
ory of Computing, pp. 1200–1205, 2017.

[18] Z. Allen-Zhu and Y. Yuan, “Improved SVRG for
non-strongly-convex or sum-of-non-convex objectives,”
In Proceedings of the 33rd International Conference on
Machine Learning, pp. 1080–1089, 2016.

[19] Y. Nesterov, Introductory Lectures on Convex Op-
timization: A Basic Course, Applied Optimization Se-
ries 87, Springer Science & Business Media, 2013.

[20] B. O’Donoghue and E. Candes, “Adaptive restart
for accelerated gradient schemes,” Foundations of
Computational Mathematics, 15, pp. 715–732, 2015.

[21] Z. Allen-Zhu, “Katyusha: The first direct accelera-
tion of stochastic gradient methods,” Journal of Ma-
chine Learning Research, 18(221), pp. 1–51, 2018.

[22] L. Xiao and T. Zhang, “A proximal stochastic gra-
dient method with progressive variance reduction,”
SIAM Journal on Optimization, 24, pp. 2057–2075,
2014.

2019 年 6月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（55）367



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Japan Color 2001 Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 524288
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments false
  /ParseDSCCommentsForDocInfo false
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Remove
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.00333
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.00333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 600
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Average
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Japan Color 2001 Coated)
  /PDFXOutputConditionIdentifier (JC200103)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /JPN <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (Japan Color 2001 Coated)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks true
      /IncludeHyperlinks true
      /IncludeInteractive true
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 0
      /MarksWeight 0.283460
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /JapaneseWithCircle
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


