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無制約最適化問題に対する勾配法について
成島　康史

無制約最適化問題に対する数値解法として，反復法は古くから研究されており，中でも準ニュートン法は小・
中規模問題に対して有効な解法として知られている．しかしながら，準ニュートン法は密な近似行列を保存する
必要があるため，大規模問題に対しては直接適用できない．そのような理由から，近年行列を陽に使用しない，
いわゆる勾配法が注目を集めている．本稿では勾配法の中でも，記憶制限準ニュートン法の流れをくむ方法と，
非線形共役勾配法の流れをくむ方法に分類して，それぞれの方法を紹介するとともに，両者の関係性についても
解説する．
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1. はじめに

本稿では，無制約最適化問題：

min
x∈Rn

f(x), (1)

に対する数値解法を考える．ただし，目的関数 f : Rn →
Rは十分滑らかで，その勾配を g ≡ ∇f で表すことと
する．nは変数 xの次元であるが，後述するように，n
が大きいときには大規模問題と呼ばれ，扱いが難しく
なる．問題 (1)に対する数値解法として，反復法が広
く使用されている．反復法は，初期点 x0 ∈ R

n からス
タートして，反復式：

xk+1 = xk + αkdk (2)

によって，点列 {xk} を生成する方法で，αk > 0 は
ステップ幅，dk ∈ R

n は探索方向と呼ばれる．通常，
反復法では，更新した点での目的関数値 f(xk+1) は
更新前の目的関数値 f(xk)よりも小さくなる，つまり
f(xk + αkdk) < f(xk) となるように選ばれる．その
ためには，探索方向は方向微係数が負，すなわち，

g�k dk < 0 (3)

を満たす探索方向であることが必要となる．ただし，
gk ≡ g(xk)とする．条件 (3)を降下条件と呼び，降下
条件を満たす探索方向は降下方向と呼ばれる．一方，
ステップ幅 αk を決定する手順を直線探索と呼び，何
らかの条件を満たすように選択される．最も理想的な
ステップ幅の選択法は目的関数 f を dk 方向に 1次元
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の最小化をする，つまり，αk = argmin
α>0

f(xk + αdk)

となる αk を選択することである．これを正確な直線
探索と呼ぶ．目的関数が狭義凸 2次関数

f(x) =
1

2
x�Ax− b�x (4)

である場合には，正確な直線探索を行うことが可能で，
正確なステップ幅は

αk =
−g�k dk
d�k Adk

(5)

で与えられる．ここで，A ∈ R
n×n は正定値対称行列

で，b ∈ R
n とする．しかしながら，目的関数が一般の

非線形関数の場合は正確な直線探索を行うことは困難
であるため，適当な直線探索条件，たとえば下記のよ
うな条件を満たすようなステップ幅が選ばれる：

Wolfe条件. 与えられた定数 δ, σ (0 < δ < σ < 1)

に対して，下記を満たす α > 0を選ぶ：

f(xk + αdk) ≤ f(xk) + αδg�k dk, (6)

σg(xk)
�dk ≤ g(xk + αdk)

�dk. (7)

探索方向 dk が降下方向であるとすると，Wolfe条件の
式 (6)は目的関数値が減少する条件となっている．一
方，式 (7) は方向微係数に関する条件となっている．
αを十分小さく選択すれば式 (6)が満たされるのに対
し，式 (7)はステップ幅が小さくなりすぎないような
条件となっている．ここで，探索方向が降下方向であ
るときには，Wolfe条件 (6), (7)を満たすステップ幅
が存在することを注意しておく．
反復法は探索方向 dk の選択法によって大きく性能

が異なるため，さまざまな探索方向の選択法が提案
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されており，最急降下法やニュートン法，準ニュー
トン法などがよく知られている．特に準ニュートン
法は小・中規模な問題に対して非常に有効な方法と
して，さまざまなソフトウェアに組み込まれている．
しかしながら，準ニュートン法は n × n（n は変数
x の次元）の密行列を必要とするため，大規模問題
に対しては直接適用することは困難となる．そのた
め，近年では，行列を陽に使用しない，いわゆる勾
配法に注目が集まっている．近年注目されている勾
配法は大きく分けて 2 通りに分類できる．一つ目が
最急降下方向に項を加えることで加速を行う方法で
あり，非線形共役勾配法がその代表例である．もう一
つの方法は，準ニュートン法の近似行列の更新におい
て情報を制限することで，陽に行列を使用しないよ
うにする方法であり，記憶制限準ニュートン法やメ
モリーレス準ニュートン法などがそれにあたる．本
稿では，それらの方法の中でも代表的な方法の紹介
を行う．特に，それらの方法は互いに関連性をもつ
ため，それぞれの方法の関連性にも注目することと
する．

2. 最急降下法と準ニュートン法

この節では，本稿の主眼である勾配法の前提知識と
して，最急降下法と準ニュートン法を紹介する．

2.1 最急降下法
最急降下法は探索方向として，目的関数の 1次近似：

f(xk + d) ≈ �(d) = f(xk) + g�k d

を最小にする方向が選択される．�(d)はベクトル dに
対して線形であるため，‖d‖ = ‖gk‖であると仮定して
�(d)を最小にする方向を考えれば，探索方向は勾配ベ
クトルの逆方向，つまり，

dk = −gk (8)

となる．これを最急降下方向と呼び，最急降下方向を
使用した反復法を最急降下法と呼ぶ．最急降下法は反
復法の中で最もよく知られた方法であるが，その一方
で，実用上はあまり効果的ではないこともよく知られ
ている．たとえば，狭義凸 2次関数 (4)に対して，正
確な直線探索 (5)を用いた最急降下法の収束率は

‖xk+1 − x∗‖A ≤
(
λmax − λmin

λmax + λmin

)
‖xk − x∗‖A (9)

であることが知られている．ここで，x∗を最適解，λmax

と λmin をそれぞれ行列 Aの最大固有値と最小固有値

とし，‖x‖A =
√
x�Axを正定値対称行列Aによる重

み付きノルムとする．上述の関係式から，行列 Aの最
大固有値と最小固有値の差が非常に大きい（つまり，条
件数が大きい）場合には，λmax−λmin

λmax+λmin
≈ 1となり，非

常に効率が悪くなってしまう．このような性質は一般
の目的関数でも同様であることが知られている（たと
えば，文献 [1]などを参照）．

2.2 準ニュートン法
最急降下法は，各反復において目的関数の 1次近似

を最小にする方向を選択するのに対し，ニュートン法
は 2 次近似を最小にする方向を選択する方法である．
目的関数の 2次近似：

f(xk + d) ≈ q(d) = f(xk) + g�k d+
1

2
d�∇2f(xk)d

を最小にする方向は，ヘッセ行列∇2f(xk)が正定値で
あると仮定すれば，∇q(d) = 0を考えて，

dk = −∇2f(xk)
−1gk (10)

となる．ニュートン法は局所的に 2次収束する1 とい
うよい性質をもっているが，ヘッセ行列∇2f(xk)が正
定値ではない場合には降下方向を生成するとは限らな
いという弱点があり，一般の目的関数において大域的
な収束性2 を保証することが難しい．そのため，ヘッ
セ行列を近似行列 Bk ∈ R

n×n で置き換えた準ニュー
トン法が提案されている．準ニュートン法の探索方向
は，式 (10)においてヘッセ行列を近似行列で置き換え
て，dk = −B−1

k gk または

dk = −Hkgk (11)

1 定数 η > 0 と p ≥ 1 が存在して，点列 {xk} が
‖xk+1 − x∗‖ ≤ η‖xk − x∗‖p

を満たすとき，{xk} は x∗ に p次収束するという（ただし，
p = 1 のときは η ∈ (0, 1) とする）．なお，式 (9) は重み付
きノルムを用いた場合の 1次収束性を表していることを注意
しておく．一方，正の数列 limk→∞ ηk = 0 が存在して，

‖xk+1 − x∗‖ ≤ ηk‖xk − x∗‖
を満たすとき，{xk}は x∗ に超 1次収束するという．超 1次
収束は 1次収束と 2次収束の中間的な収束速度であると捉え
ることができる．また，実用的には超 1 次収束性をもつアル
ゴリズムは十分効率的であると考えてよい．
2 任意の初期点から出発したときに，反復法によって生成され
た点列 {xk}が目的関数の停留点（1次の最適性条件 g(x) = 0
を満たす点）に収束することを大域的収束と呼ぶ．目的関数
が一般の非線形関数の場合はもう少し緩和して

lim inf
k→∞

‖g(xk)‖ = 0

をもって大域的収束と呼ぶことも多い．
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で与えられる3．ここで，Hk = B−1
k である．具体的

に近似行列を選択する際には，Bk ≈ ∇2f(xk)である
ことが望まれる．ここで，g(xk−1)の 1次近似を考え
ると

g(xk−1) ≈ g(xk)−∇2f(xk)(xk − xk−1) (12)

という関係式が得られる．よって，近似行列が満たす
べき条件として

Bksk−1 = yk−1, または sk−1 = Hkyk−1

を考えることができる．これをセカント条件と呼ぶ．
ただし，

sk−1 = xk − xk−1, yk−1 = gk − gk−1

とする．セカント条件を満たす更新公式として DFP

公式，BFGS公式，SR1公式などがよく知られている．
逆行列版の（つまり，Hk に対する）BFGS公式は

Hk = V �
k−1Hk−1Vk−1 +

sk−1s
�
k−1

s�k−1yk−1
,

= Hk−1 − Hk−1yk−1s
�
k−1 + sk−1y

�
k−1Hk−1

s�k−1yk−1

+

(
1 +

y�
k−1Hk−1yk−1

s�k−1yk−1

)
sk−1s

�
k−1

s�k−1yk−1
, (13)

で与えられる．ただし，

Vk−1 = I − yk−1s
�
k−1

s�k−1yk−1
(14)

とし，I ∈ R
n×n を単位行列とする．BFGS公式では，

更新前の行列Hk−1が正定値対称行列で，s�k−1yk−1 > 0

ならば4，更新後の行列 Hk も正定値対称行列となり，
探索方向は降下方向となる．さらに，BFGS更新公式
を用いた準ニュートン法（以下では BFGS法と呼ぶ）
は局所的に超 1次収束することが知られている．この
ように，BFGS法はよい性質をもち，実用上も有効な
方法としてさまざまなソフトウェアに組み込まれてい
るが，その一方で，BFGS法で生成された近似行列は
密行列となるため，大規模問題には直接適用できない
という問題点がある．

3 ニュートン法や最急降下法の場合は現在の点 xk における情
報しか必要ないが，それ以外の方法の場合は一つ前の点 xk−1

の情報が必要となるため，通常は，初期探索方向として最急
降下方向 d0 = −g0 が選択される．以降，断りがない限り，
初期探索方向として最急降下方向を選択することとする．
4 たとえば，直線探索においてWolfe条件 (6), (7)を満たす
ようにステップ幅を選択した場合，s�k−1yk−1 > 0 が保証さ
れる．

3. 準ニュートン法に基づいた方法

3.1 記憶制限準ニュートン法
記憶制限準ニュートン法は，1980年に Nocedal [2]

によって提案された方法である．BFGS更新公式 (13)

を用いれば，生成されるHkと，そのm反復前のHk−m

の間の関係は

Hk =V �
k−1 · · ·V �

k−mHk−mVk−m · · ·Vk−1

+ V �
k−1 · · ·V �

k−m+1

sk−ms�k−m

s�k−myk−m

× Vk−m+1 · · · Vk−1 + · · ·+
V �
k−1

sk−2s
�
k−2

s�k−2yk−2
Vk−1 +

sk−1s
�
k−1

s�k−1yk−1

と表すことができる．ここで，上式の Hk−m をベ
クトルとの積が容易な正定値対称な初期行列 H

(0)
k

で置き換えれば，2m 本のベクトル sk−1, . . . , sk−m,

yk−1, . . . , yk−m のみで近似行列Hk を構築できる．遡
る回数のmは記憶数と呼ばれ，m = kの場合には元の
BFGS公式に帰着する．探索方向の計算 (11)では，一
見，勾配ベクトル gk と行列 Vi (i = k− 1, . . . , k−m)

の積が必要に見えるが，Vk−1の定義 (14)より，ベクト
ルの内積だけで計算可能である．さらに，Nocedal [2]

は探索方向を求める際に計算量を減らす計算方法も提
案しており，たとえば，H

(0)
k = I の場合には，2m回

程度の内積計算で探索方向が得られる．
初期行列H

(0)
k の選び方としては，通常は，単位行列

にスケーリングパラメータ γk > 0 を乗じた対角行列
γkI が選ばれる．γk のよく使用される選択法として，

γ
(1)
k =

s�k−1sk−1

s�k−1yk−1
, γ

(2)
k =

s�k−1yk−1

y�
k−1yk−1

(15)

などが挙げられる．2 点 xk−1, xk 間の平均ヘッセ行
列を

Gk =

∫ 1

0

∇2f(xk−1 + tsk−1) dt

によって定義すると，yk−1 = Gksk−1となるため，Gk

を正則行列であると仮定すると (15)はそれぞれ，

γ
(1)
k =

s�k−1sk−1

s�k−1Gksk−1
, γ

(2)
k =

y�
k−1G

−1
k yk−1

y�
k−1yk−1

と表すことができる．したがって，γ
(1)
k は Gk のレイ

リー商の逆数となっており，γ(2)
k はG−1

k のレイリー商
となっていることがわかる．したがって，どちらの選
択でも，粗い近似ではあるものの，γkI ≈ ∇2f(xk)

−1
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となっている．
3.2 メモリーレス準ニュートン法
メモリーレス準ニュートン法は Shanno [3]によって

提案された方法で，その探索方向は，準ニュートン法の更
新公式において，一つ前の近似行列を単位行列I，もしく
はスケーリングパラメータ γ

(1)
k > 0を乗じた対角行列

γ
(1)
k Iで置き換えることで定義される．たとえば，BFGS

公式に基づくメモリーレス準ニュートン法5 を考えると，
BFGS公式 (13)において，Hk−1 = γkIとおき，式 (11)

に代入することで，探索方向は以下で与えられる：

dk =− γkgk +

(
γkg

�
k yk−1

s�k−1yk−1
−
(
1 +

γky
�
k−1yk−1

s�k−1yk−1

)

× g�k sk−1

s�k−1yk−1

)
sk−1 +

γkg
�
k sk−1

s�k−1yk−1
yk−1. (16)

この探索方向は，上述の記憶制限準ニュートン法にお
いて，記憶数m = 1，初期行列H

(0)
k = γkI とした場合

と一致する．スケーリングパラメータ γkの選択法とし
ては，記憶制限準ニュートン法と同様に式 (15)が用い
られることが多いが，式 (15)を用いたメモリーレス準
ニュートン法は，一般の目的関数に対する大域的収束性
を保証することが困難である．そのため，近年では，大域
的な収束性を保証するために修正されたメモリーレス準
ニュートン法に注目が集まっている（[4–8]などを参照）．
たとえば，Nakayama et al. [7]ではスペクトラルス

ケーリングセカント（以下，SSセカント）条件 [9]に
基づいたメモリーレス準ニュートン法を提案している．
SSセカント条件では数値的な安定性を高めるため，近
似行列Bkはスケーリングパラメータを乗じたヘッセ行
列 γk∇2f(xk)を近似している．セカント条件の導出に
用いた式 (12)の両辺に γk を乗じてBk ≈ γk∇2f(xk)

とすれば，SSセカント条件：

Bksk−1 = γkyk−1 または sk−1 = Hk(γkyk−1)

が得られる．SSセカント条件に基づいたメモリーレス
BFGS法6の探索方向は

dk = −gk +

(
g�k yk−1

s�k−1yk−1
−
(
γ̂k +

y�
k−1yk−1

s�k−1yk−1

)

× g�k sk−1

s�k−1yk−1

)
sk−1 +

g�k sk−1

s�k−1yk−1
yk−1 (17)

5 これをメモリーレス BFGS法と呼び，ほかの方法も同様の
呼び方を採用する．
6 実際には BFGS公式を含んだ公式族である Broyden公式
族に基づいてメモリーレス準ニュートン法を提案している．

で与えられる．ここで，̂γk = 1/γk である．式 (17)は
γ̂k ≥ θk/γ

(2)
k ならば，降下条件を満たすことが証明さ

れている．ただし，θk ∈ [θmin, θmax] (0 < θmin ≤ 1 ≤
θmax < 2)はパラメータである．

3.3 Barzilai–Borwein (BB)法
Barzilai–Borwein 法（以下，BB法）は，その名の

とおり Barzilai and Borwein [10] によって提案され
た方法である．BB 法では準ニュートン法の近似行列
を単位行列のスカラー倍，つまり，Bk = λ

(1)
k I または

Hk = λ
(2)
k I によって定める．上述のとおり，準ニュー

トン法では近似行列がセカント条件を満たすように選
択されるのが一般的であるが，BB 法の場合は選択の
自由度の低さ7 からセカント条件を満たす λ

(1)
k （また

は λ
(2)
k ）は選択できない．そのため，残差が最も小さ

くなるようなスカラーを選択する，つまり

λ
(1)
k = argmin

λ>0
{‖λIsk−1 − yk−1‖2}, または

λ
(2)
k = argmin

λ>0
{‖sk−1 − λIyk−1‖2}

により λ
(1)
k （または λ

(2)
k ）を決定する．この問題は，

簡単に解くことができ，

λ
(1)
k =

s�k−1yk−1

s�k−1sk−1
, λ

(2)
k =

s�k−1yk−1

y�
k−1yk−1

で与えられる8．このとき，探索方向はそれぞれ

dk = − 1

λ
(1)
k

gk, dk = −λ
(2)
k gk

となる．探索方向からわかるとおり，BB法はスケーリ
ング付きの最急降下法とみなすこともできる9．特に，
直線探索を行わない場合の BB法は，ステップ幅とし
て αk = 1/λ

(1)
k または αk = λ

(2)
k とした最急降下法と

考えることもできる．さらに（メモリーレス準ニュー
トン法が記憶数m = 1の記憶制限準ニュートン法だっ
たのに対し），BB法は記憶数 m = 0とし，スケーリ
ングパラメータ (15)を用いた場合の記憶制限準ニュー
トン法に一致することを注意しておく．

7 セカント条件を Bk に対する方程式と考えよう．Bk が通
常の対称行列の場合，変数の数は n(n+1)/2，方程式の本数
が n 本であり，優決定問題となる．一方，BB 法の場合は変
数の数が一つだけとなるため，劣決定問題となり，一般的に
は解をもたないこととなる．
8 BB法においては Bk のセカント条件を考えるか，Hk のセ
カント条件を考えるかで 2 通りの異なる方法が導出される．
9 BB 法は最急降下法の一種として扱われることもあれば，
準ニュートン法の一種として扱われることもある．ここでは，
準ニュートン法の一種として扱うこととする．
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目的関数が狭義凸 2次関数 (4)の場合には直線探索
を使用しないBB法は，正確な直線探索 (5)を用いた最
急降下法 (8)と対比して考えることができるため，多く
の研究者によって狭義凸2次関数に対する，直線探索を
使用しない BB法の収束性が研究されている [11–15]．
特に，文献 [13]では，非常に強い仮定の下ではあるが，
局所的な超 1次収束性を証明しており，BB 法の有用
性を裏づけている．また，一般の目的関数に対して直
線探索を用いた BB法についても盛んに研究が行われ
ており，非単調直線探索を用いた BB法 [16]や，BB

法の変種 [14, 17]などが提案されている．

4. 非線形共役勾配法

4.1 一般的な非線形共役勾配法
共役勾配法の歴史は，1952 年に Hestenes and

Stiefel [18] によって開発された線形共役勾配法まで
遡る．線形共役勾配法は正定値対称行列を係数行列に
持つ連立一次方程式系 Ax = b を解くための反復法
であり，現在ではその変種も含めて連立一次方程式系
に対する主流な数値解法の一つとなっている．一方，
Fletcher and Reeves [19]は線形共役勾配法を狭義凸
2次関数 (4)の最小化問題に対する反復法と捉えて，線
形共役勾配法における残差ベクトルAx − bを勾配ベ
クトル g(x) で置き換えることにより非線形共役勾配
法を提案している．
一般的に，非線形共役勾配法の探索方向は

dk = −gk + βkdk−1 (18)

で与えられる．ここで βk は非線形共役勾配法を特徴づ
けるパラメータであり，通常 βk は，目的関数 f が狭義
凸 2次関数 (4)で，正確な直線探索 (5)が用いられた場
合は，線形共役勾配法に一致するように選ばれる．線形
共役勾配法では βk は一意に決定されるが，非線形共役
勾配法では様々な選択が可能であり，その選択法によっ
て数値的な効率性が大きく異なる．そのため，βk の選
択法の研究が盛んに行われており，Fletcher–Reeves

(FR)，Hestenes–Stiefel (HS)，Polak–Ribière (PR)，
Dai–Yuan (DY)公式などがよく知られている（たと
えば，文献 [1, 20, 21]などを参照）：

βFR
k =

‖gk‖2
‖gk−1‖2 , βHS

k =
g�k yk−1

d�k−1yk−1
,

βPR
k =

g�k yk−1

‖gk−1‖2 , βDY
k =

‖gk‖2
d�k−1yk−1

.

上記四つの方法は分子 2 種類，分母 2 種類の 4 種

類で考えることができるが，分子の種類で分類する
のが妥当である．実際，正確な直線探索の場合には
αk−1g

�
k dk−1 = g�k sk−1 = 0 となるため，すべての

k に対して ‖gk−1‖2 = −g�k−1dk−1 = d�k−1yk−1 が成
立する．したがって，βFR

k = βDY
k と βHS

k = βPR
k が

成り立つ．また，FR法とDY法は直線探索に条件を課
すことで降下条件が保証されるのに対し，HS法と PR

法は必ずしも降下条件を満たすとは限らないという欠
点がある．さらに，大域的な収束性を証明する方法も
FR法とDY法，HS法と PR法でそれぞれ分類可能で
ある．なお，上記 4種類の方法の大域的収束性に関し
ては文献 [20]が詳しい．非線形共役勾配法は βk の選
択によって数値的な効率性が異なるが，上記 4種類の
中では HS法と PR法が効果的であることが知られて
いる．上記 4種類のほかにもさまざまな βk の選択法
が提案されているが，中でも βHS

k の修正法として捉え
られるものが多い．たとえば，Hager and Zhang [22]

や Dai and Liao [23]の方法はそれぞれ

βHZ
k = βHS

k − λ
‖yk−1‖2

(d�k−1yk−1)2
g�k dk−1,

βDL
k = βHS

k − t
g�k sk−1

d�k−1yk−1

で与えられる．ただし，λ > 1/4と t ≥ 0はパラメー
タである．どちらの方法も正確な直線探索を用いた場
合には HS法と一致することを注意しておく．
ここで，記憶数 m = 1とし，H

(0)
k = I とした記憶

制限準ニュートン法，つまりメモリーレス準ニュート
ン法 (16)を考えてみよう．正確な直線探索が用いられ
た場合，g�k sk−1 = 0より，式 (16)は

dk = −gk +
g�k yk−1

d�k−1yk−1
dk−1

となる．これは βHS
k を用いた非線形共役勾配法に他

ならない．さらに，正確な直線探索を用いない場合に
は，探索方向 (16) はパラメータ βk や ζk を適当に定
義すれば

dk = −gk + βkdk−1 + ζkyk−1

と表すことができる．この場合には非線形 3項共役勾
配法として捉えることも可能である．メモリーレス準
ニュートン法は非線形（3項）共役勾配法と非常に関
係性が強く，メモリーレス準ニュートン法を基として，
非線形（3項）共役勾配法を導出・提案している論文
も数多く存在する（たとえば，文献 [4, 24, 25]などを
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参照）．
4.2 非線形 3項共役勾配法
前節でもメモリーレス準ニュートン法との関係に基

づいて，非線形 3 項共役勾配法について言及したが，
本節では Narushima et al. [24] の方法を紹介するこ
ととする．彼らは，次の非線形 3項共役勾配法の族：

dk =

⎧⎨⎩ −gk, g�k pk = 0,

−gk + βkdk−1 + ζkpk, g�k pk �= 0
(19)

を提案している．ただし，pk ∈ R
n をパラメータベク

トルとし，

ζk = −βk
g�k dk−1

g�k pk
pk

とする．式 (19)は，正確な直線探索を用い，g�k pk �= 0

の場合には元の非線形共役勾配法 (18)に帰着されるこ
とを注意しておく．ここで，式 (19)の左側から g�k を
かけると，

g�k dk = −‖gk‖2 (20)

となることがわかる．したがって，非線形 3項共役勾
配法 (19)はパラメータ βk の選択にかかわらず式 (20)

の意味で降下条件を満たす．通常の共役勾配法の場合，
数値的な効率のよいパラメータである βHS

k や βPR
k は

降下条件を満たすとは限らないが，非線形 3項共役勾
配法 (19) の場合は βHS

k や βPR
k を用いても降下条件

が保証される．一方，探索方向 (19)は g�k pk �= 0の場
合には

dk=−gk + βk

(
I − pkg

�
k

g�k pk

)
dk−1

と書き換えることできる．これは，通常の共役勾配法
(18)の第二項を射影行列 I − pkg

�
k /g�k pk で射影して

いることを意味する．ここで，I − pkg
�
k /g�k pk は pk

に沿った Span{gk}の直交補空間への射影行列であり，
特に，pk = gk とした場合には正射影行列となる．な
お，パラメータベクトル pk の選択法としては，gk や
yk−1 が用いられることが多く，βk や pk の選択によっ
て，式 (19)は文献 [25–28]によって提案された方法に
帰着する．
前節でも述べたが，一般的に非線形 3項共役勾配法

とメモリーレス準ニュートン法は非常に近い関係の方
法である．両者に特にはっきりした境界はないが，あ
えて挙げるとするならば，メモリーレス準ニュートン
法は探索方向を dk = −Hkgkとして表したときに，Hk

に対して対称性やセカント条件を意識していることが
多いが，非線形 3項共役勾配法ではそうではないこと
が多い．また，非線形 3項共役勾配法の場合は（2項
の）非線形共役勾配法との関係性を意識していること
が多いというのも特徴であるといえるだろう．

5. 数値実験

本節では前節までに紹介してきた方法のうち，下記
の四つの方法の数値実験結果を報告する10:

BB ：Barzilai–Borwein 法 (λk = λ
(2)
k )，

HS ：非線形共役勾配法 (18)

(βk = max{βHS
k , 0})，

3PR ：非線形 3項共役勾配法 (19)

(βk = max{βPR
k , 0}, pk = gk)，

mless：メモリーレス準ニュートン法 (17)

(γ̂k = 1/λ
(2)
k )，

上記の方法の実装においては非線形共役勾配法のソフ
トウェアである CG-DESCENT [29]を修正してコー
ドを作成し，直線探索などの設定はCG-DESCENTの
設定にならってWolfe条件 (6), (7)を満たすようなス
テップ幅が選択されている．ただし，HS は必ずしも
降下方向を生成するとは限らないため，降下方向を生
成しない場合は最急降下方向 (dk = −gk)にスイッチ
している．収束判定条件は

‖gk‖∞ ≤ 10−6

を使用しており，実行時間が 600（秒）を超えた場合も
アルゴリズムを停止している．テスト問題は CUTEr

問題集 [30]から 135問を選んで実験を行った．
本稿において，われわれは，各方法の比較を行うため

に，Dolan and Moré [31]で提案されたパフォーマン
スプロファイルを用いた．各方法のパフォーマンスプ
ロファイル P (τ )の τ = τ̄ のときの値は，各問題に対
する最速の方法の τ 倍以内に，その方法が求解できた
問題の割合を表している．τ = 1のときの値は，その方
法がすべて方法の中で，最も速く解くことができた問
題の割合を表しており，一方，τ が十分大きいときは，
解くことのできた問題の割合を表すこととなる．どの
τ においても，1に近いほうが好ましく，複数の数値解
法を比較する場合，パフォーマンスプロファイルが上

10非線形（3 項）共役勾配法では，大域的収束性を保証する
ために，パラメータ βk を修正することが多い．本稿におけ
る実験では，修正されたパラメータを使用している．
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図 1 パフォーマンスプロファイル　その 1

図 2 パフォーマンスプロファイル　その 2

に位置する方法ほど効率がよいと考えることができる．
図 1 では，実験した四つの方法のパフォーマンス

プロファイルが描かれている．図から明らかなように
BB の効率はほかの三つの方法と比べて劣っているこ
とがわかる．次に，BB以外の方法を比較するために，
BB を除いた三つの方法でパフォーマンスプロファイ
ルを作成し，図 2に掲載した．図 2から，計算効率は
3PR > HS > mlessとなっていることがわかる．

6. おわりに

本稿では，近年注目されている勾配法について，記憶
制限準ニュートン法と非線形共役勾配法の 2通りに分
類して紹介してきた．前者は準ニュートン法の立場か
ら情報を減らしていく方法であるのに対し，後者は最
急降下法に項を加えて情報を加えていく方法であると
考えることができる．考え方の違う両者であるが，メ
モリーレス準ニュートン法と非線形共役勾配法（特に

HS法）の関係を見ればわかるとおり，非常に関係性の
深い方法であり，記憶制限準ニュートン法は準ニュー
トン法と非線形共役勾配法をつなぐ，中間的な方法で
あると考えられる．その一方，その取扱いに関しては
異なる部分も存在する．記憶制限準ニュートン法は記
憶数が大きくなれば，準ニュートン法に近づくため，
ステップ幅 αk = 1が自然であり，直線探索は大域的
な収束性を保証するための手段と考えられる．その一
方，非線形共役勾配法は，元となった線形共役勾配法
が正確な直線探索を用いているため，直線探索ありき
の方法であると考えられる．実際に，数値実験などで
は準ニュートン法や記憶制限準ニュートン法で記憶数
を大きくとった場合には，直線探索はそれほど厳しく
なく11実行したほうがよい結果が得られることが多い
のに対し，メモリーレス準ニュートン法や非線形共役
勾配法では直線探索に手間をかけたほうがよい結果が
得られることが多い．
非線形共役勾配法は元々古くからある方法であるが，

大規模な問題に対して有効な方法として，2000年ごろ
から特に活発に研究されており，非線形共役勾配法に
適した直線探索法の発展も相まって，CG-DESCENT

のような高性能なソフトウェアも開発されてきている．
その一方，メモリーレス準ニュートン法は，ごく最近
まであまり注目を集めてきてはいなかったが，非線形
共役勾配法と同様に，1回の反復に非常に少ない計算
量しか必要としないうえに，近似行列を考えた場合に
は，その対称性や正定値性なども活用することが可能
である．このような性質は，勾配法を制約付き最適化
問題や微分不可能な関数を含む最適化問題に拡張する
際に非常に重要となる．そのような観点からも，メモ
リーレス準ニュートン法は今後の発展が期待される方
法であるといえるだろう．
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