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集団到着型無限サーバ待ち行列の安定性
矢島　萌子，フンドック　トゥアン，増山　博之

システム内に滞在する系内客数過程が唯一つの定常分布をもつとき，待ち行列モデルは安定であるといいます．
無限個のサーバをもつ無限サーバ待ち行列モデルにおいても，集団が同時に到着することが許される場合には常
に安定であるとは限りません．本稿では，集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの安定性に関する研究について
概説します．また，安定性の必要十分条件を導出する方法を紹介します．
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1. はじめに

待ち行列理論の研究では，対象としている待ち行列
モデルが安定であるかどうかが，しばしば重要な問題
となります．待ち行列モデルは，システム内に滞在す
る客数（系内客数）を表す確率過程が唯一つの定常分
布をもつとき，安定であるといいます [1]．待ち行列モ
デルは安定であるとき，系内客数の初期分布をどのよ
うに選んでも，同じ極限分布に収束します．待ち行列
モデルが安定であるための必要十分条件は安定条件と
呼ばれます．
有限個のサーバをもつ有限サーバ待ち行列モデルの

場合，さまざまなモデルの安定条件がすでに明らかに
なっています．たとえば，GI/G/c 待ち行列の場合は
どうでしょう．GI/G/c 待ち行列は，客が到着する間
隔が互いに独立で任意の同一分布に従い (GI)，それぞ
れの客のサービス時間が互いに独立で任意の同一分布
に従う (G)，c 個のサーバをもつ有限サーバ待ち行列
モデルです．到着間隔とサービス時間の平均がそれぞ
れ λ と E[S] であるとき，これらのパラメータが次の
不等式を満たすことが GI/G/c待ち行列の安定条件で
す [1]．

λE[S] < c (1)

式 (1)は，単位時間当たりに到着する客のサービス要
求量の合計が，平均的には単位時間当たりにシステム
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全体で処理できるサービス量より小さくなることを意
味しており，直観的にとてもわかりやすいです．
一方で，無限個のサーバをもつ無限サーバ待ち行列

モデルの場合はどのような安定条件になるのでしょう
か．客が 1人ずつ到着する無限サーバ待ち行列モデル
は，サービスを提供するサーバが無限個存在するため
（到着率と平均サービス時間が有限ならば）常に安定で
す．しかし，複数の客が同時に到着することが許され
る集団到着型無限サーバ待ち行列モデルは，常に安定
であるとは限りません．システムに無限の数の客が同
時に到着する可能性などを考慮しないといけないから
です．
前述のGI/G/c待ち行列の安定条件式 (1)と同様に

直観を働かせると，集団到着型無限サーバ待ち行列モ
デルが安定であるためには，同時に到着する客数の平
均が有限でなければならないと考えることもできます．
しかし，結論からいえば，必ずしもその必要はありま
せん．たとえば，Cong [2]は，集団到着型無限サーバ
待ち行列モデルの一つであるMX/M/∞待ち行列の安
定条件を導いており，その安定条件は同時に到着する
客数の平均が発散する場合でも満たされることがあり
ます．Cong [2]が導出した安定条件については， 4節
で詳しく紹介しますが，GI/G/c 待ち行列の安定条件
(1) とは異なり，簡潔な直観的解釈を与えられる形に
はなっていません．
集団到着型無限サーバ待ち行列モデルは常に安定で

ないので，定常解析などを行うときには，その安定性
に関してしっかりと議論をするべきでしょう．しかし，
安定条件がわかっている集団到着型無限サーバ待ち行
列モデルはきわめて少なく，安定な集団到着型無限サー
バ待ち行列モデルを扱う既存の研究の多くでは，唯一
の定常な系内客数分布の存在自体を仮定するなど，モ
デルが安定であるための条件についてあまり深く触れ
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図 1 無限サーバ待ち行列モデルによりモデル化される大規
模施設のイメージ

ていません [3]．このような背景から，私たちは，より
一般的な集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの安定
条件を導出する研究を始めました．
本稿では，集団到着型無限サーバ待ち行列モデル

の安定性について，第 34 回待ち行列シンポジウムで
報告した私たちの研究成果を含めて，現在までにわ
かっていることを紹介します．その前にまずは， 2節
と 3 節で，集団到着型無限サーバ待ち行列モデルと
はどのような待ち行列モデルであるかを詳しく説明し
ます．

2. 無限サーバ待ち行列モデル

無限個のサーバをもつ無限サーバ待ち行列モデルで
は，システムに到着した客は到着後すぐにサービスを
受け始めることができます．無限サーバ待ち行列モデ
ルは「待ち」の発生しない待ち行列モデルなのです．
ところで，無限個のサーバが存在するサービス施設

を現実に想像することは難しく，無限サーバ待ち行列
モデルによって適切にモデル化されるような状況はな
かなか思い浮かばないでしょう．そのため，無限サー
バ待ち行列モデルは，利用価値がなく無意味なモデル
だと思ってしまう読者もいるかもしれません．ところ
が，意外にも無限サーバ待ち行列モデルはさまざまな
状況をモデル化するために利用することができます．
以下では，無限サーバ待ち行列モデルを利用するよう
な状況の具体例を，三つ紹介したいと思います．
例 2.1 大規模施設の混雑現象のモデル化1

大型のショッピングモールを訪れる客は，自分の要
求が満たされるまで買い物をしたり映画を観たりして
施設内に滞在して，満足したら帰っていきます．ショッ
ピングモールを訪れる客が施設内に滞在する行為自体
をサーバでサービスを受けていると捉えると，ショッ
ピングモールの滞在客数過程は無限サーバ待ち行列モ
デルの客数過程として表すことができます．

1 このようなモデル化の方法と解析手法については，増山と
滝根 [4] の記事で詳しく紹介されています．

例 2.2 有限サーバ待ち行列モデルの近似
有限サーバ待ち行列モデルと比べると，無限サーバ

待ち行列モデルのほうが，解析が容易であることが多
いです．そのため，本来ならば多くのサーバをもつ有
限サーバ待ち行列モデルを用いるほうが適切な場合で
も，無限サーバ待ち行列モデルを用いてモデル化を行
い，近似的な評価指標を得ることがあります [5]．
例 2.3 ソフトウェアのフォールト認知過程 [6]

ソフトウェアの信頼性は，プログラムなどが要求ど
おりに誤りなく機能できるかどうかを表す尺度の一つ
であり，ソフトウェアの開発段階でテスト工程を行うこ
とで評価されます．テスト工程では，ソフトウェアの
故障を非斉時ポアソン過程に従うように発生させます．
故障が発生すると，ある分布に従う時間をかけてフォー
ルト（バグ・設計ミスなど）を発見します．このよう
な状況において，時間 (0, t]に発見された総フォールト
数を N(t)とすると，確率過程 {N(t)}はM(t)/G/∞
待ち行列の退去過程として表すことができます．

3. 集団到着型待ち行列モデル

集団到着型待ち行列モデルは，複数の客が同時に到
着することが許される待ち行列モデルです．同時に到
着する客のまとまりは，集団と呼ばれます．また，一
つの集団に属する客数は，集団の大きさと呼ばれます．
一般的に，集団到着型待ち行列モデルでは，ある時刻
に複数の「客」が同時に到着するのではなく，一つの
「集団」が到着すると捉えてモデルを扱います．システ
ムに到着した後は，集団としてではなく，それぞれ客
として独立に振る舞います．
集団到着型待ち行列モデルを用いてモデル化を行う

状況は，身近にも多く存在します．たとえば，遊園地
のアトラクションの待機列を待ち行列モデルを用いて
モデル化することを考えます．アトラクションに並ぶ
人々は，グループとして何人かで一緒に並ぶため，こ
の場合は集団到着型待ち行列モデルを用いてモデル化
することが適切でしょう．
システムに到着する集団の到着時刻と集団の大きさ

を表す確率過程は集団到着過程と呼ばれます．集団到
着過程の代表例としてまず挙げられるのが，集団ポア
ソン到着過程です．集団ポアソン到着過程では，集団
はポアソン過程に従って到着して，それぞれの集団の
大きさは互いに独立で同一の分布に従います．ほかに
も，マルコフ型集団到着過程2(batch Markovian ar-

2 5.1 節を参照．
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rival process: BMAP) [7] などが，待ち行列理論でよ
く用いられる集団到着過程です．

4. 集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの安
定性

集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの安定性は，
これまであまり研究されてきませんでした．本節では，
数少ない集団到着型無限サーバ待ち行列の安定条件に
関する先行研究である，MX/M/∞待ち行列の安定条
件を導出した Congの研究 [2]を紹介します．
MX/M/∞待ち行列は，集団ポアソン到着過程に従っ

て集団が到着して，それぞれの客のサービス時間が独立
で指数分布に従う集団到着型無限サーバ待ち行列モデル
です．MX/M/∞待ち行列は，基本的な集団到着型無限
サーバ待ち行列モデルであり，解析的にとても扱いやす
い構造をもっています．Cong [2]は，このMX/M/∞
待ち行列の安定条件に関する次の定理 4.1を導出しま
した．

定理 4.1（Cong [2]）. MX/M/∞待ち行列の安定条件
は，LBSM条件である．

定理 4.1に登場するLBSM条件 (logarithmic batch-

size moment condition) は，次のとおりに定義され
ます．

定義 4.2（LBSM 条件）. ある集団到着型待ち行列モ
デルの集団の大きさを表す確率変数を X とする．X

の対数期待値が有界な値をもつとき，すなわち，ある
C > 0が存在して，

E[log(X + e)] ≤ C

を満たすとき，この待ち行列モデルはLBSM条件を満
たすという．

つまり，MX/M/∞待ち行列の安定条件が LBSM条
件であるということは，MX/M/∞待ち行列の安定条
件が集団の大きさの従う分布の対数期待値が有界であ
ることを意味しています．
さらに，LBSM条件の定義から，MX/M/∞待ち行

列が安定であるために，集団の大きさが従う分布の期
待値が有限でなくてもよいことがわかります．たとえ
ば，確率変数X の分布が次の式で与えられる場合には
期待値は発散しますが，対数期待値は有界であること
が，すぐに確かめられます．

P(X = k) =
1

k
− 1

k + 1
, k ∈ N := {1, 2, . . . }

私たちは，Cong [2]が安定条件を導出した過程から，
集団の大きさの分布とサービス分布の裾3の減衰率が無
限サーバ待ち行列モデルの安定性に大きく寄与してお
り，それ以外の要素が安定条件に与える影響は少ない
という予想を立てました．そこでまず，私たちは，サー
ビス時間分布はMX/M/∞待ち行列と同じく指数分布
に従い，BMAP に従って集団が到着する無限サーバ
待ち行列モデルの安定性について考えました．そして，
この集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの安定条件
が LBSM条件であることを示しました [8]．この内容
については， 5節で詳しく紹介します．
さらに，サービス分布の裾の減衰率が無限サーバ待

ち行列モデルの安定性に大きく寄与するという予想か
ら，BMAPに従って集団が到着して，客のサービス時
間が従う分布の裾が指数分布より速く減衰するような
無限サーバ待ち行列モデルの安定性について考えるこ
とにしました．そして，私たちは，LBSM条件が成立
するとき，この集団到着型無限サーバ待ち行列モデル
は安定であることを示しました [9]．この内容について
は， 6節で詳しく紹介します．

5. BMAP/M/∞待ち行列の安定条件

BMAP/M/∞待ち行列は，BMAPに従って集団が
到着して，それぞれの客のサービス時間が独立で同一
の指数分布に従う集団到着型無限サーバ待ち行列モデ
ルです．私たちは，この BMAP/M/∞待ち行列の安
定条件に関する次の定理 5.1 を導出しました．

定理 5.1（Yajima et al. [8]）. BMAP/M/∞ 待ち行
列の安定条件は，LBSM条件である．

BMAPは，Cong [2]が扱っている集団ポアソン到着
過程を特別な場合として含んでいる集団到着過程です．

5.1 マルコフ型集団到着過程 (BMAP)

BMAPは代表的な集団到着過程の一つで，集団ポア
ソン到着過程やマルコフ型到着過程 4(Markovian ar-

rival process: MAP)など，待ち行列理論でよく用い
られる到着過程や集団到着過程を多く包含しています．
さらに，一つずつ到着が発生する任意の定常な到着過
程は，MAP によって任意の精度で近似することがで
きます [10]．

3 6.1 節を参照．
4 集団の大きさが確率 1 で 1 に等しい BMAP のこと．

2018 年 8月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（21）469



BMAPには，背後状態あるいはフェーズと呼ばれる
ものが存在し，それらは到着のしやすさに影響を及ぼす
「環境」に相当します．また，背後状態の時間変化は，有限
の状態空間をもつ連続時間マルコフ連鎖 {J(t); t ≥ 0}
によって表現されます．これ以降，マルコフ連鎖 {J(t)}
のことを背後マルコフ過程と呼ぶことにします．
このような特徴をもつBMAPは，どのように定式化

されるのでしょうか．まず，背後マルコフ過程 {J(t)}
は既約であり，有界な状態空間 D := {1, 2, . . . , d} を
もつとします．時間（0, t]に到着する客の総数を N(t)

と記すと，BMAPは次の式によって定義されます．た
だし，k ∈ Z+ := {0, 1, . . . },i, j ∈ Dとします．

P(N(t+Δt)−N(t) = k, J(t+Δt) = j|J(t) = i)

=

⎧⎨
⎩

1 +Di,i(0)Δt+ o(Δt), k = 0, j = i

Di,j(k)Δt+ o(Δt), その他
(2)

式 (2)の係数を行列化して D(k) := (Di,j(k))i,j∈D

としたとき，D(0)は負の対角成分と非負の非対角成分を
もつ優対角行列であるとします．そして，各 k ∈ Nに対
してD(k)は非負行列であり，行列D :=

∑∞
k=0 D(k)

は背後マルコフ過程 {J(t)}の状態変化を支配する推移
率行列であるとします．さらに，待ち行列理論でBMAP

を扱うときは，次の式を仮定することが多いです．

∞∑
k=1

D(k)e �= 0 (3)

ただし，e は要素がすべて 1の列ベクトル，0は要素
がすべて 0の列ベクトルです．式 (3)を仮定すること
で，任意の時刻から有限時間内に（確率 1で）集団が
到着することが保障されます．
このように定義される BMAP の累計到着客数過程

{N(t)}と背後マルコフ過程 {J(t)}の結合確率過程は，
連続時間マルコフ連鎖になっていることが，式 (2)か
らわかります．このマルコフ性のおかげで，BMAPは
解析的に扱いやすくなっています．状態空間 Z+ × D

をもつ連続時間マルコフ連鎖 {(N(t), J(t))}の推移率
行列は，次のように規則的な構造をもちます．

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L(0) L(1) L(2) L(3) · · ·
L(0) D(0) D(1) D(2) D(3) · · ·
L(1) O D(0) D(1) D(2) · · ·
L(2) O O D(0) D(1) · · ·
L(3) O O O D(0) · · ·

...
...

...
...

...
. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4)

ただし，Oはゼロ行列を表すとします．また，各 n ∈ Z+

に対して，L(n) := {n}×Dとします．推移率行列 (4)

を見ると，BMAPという集団到着過程は，行列の集合
{D(k); k ∈ Z+} により特徴づけられることがわかり
ます．

5.2 テスト関数による判定手法を用いた証明
次に，定理 5.1 の証明で用いた手法を紹介します．

ちなみに，式 (2)で定義される BMAPに従って集団
が到着する BMAP/M/∞ 待ち行列が LBSM 条件を
満たすということは，ある C > 0が存在して，

∞∑
n=1

log(n+ e)D(n)e ≤ Ce (5)

を満たすことと同値です．
まず，考えている BMAP/M/∞ 待ち行列の時刻 t

での系内客数を L(t) とします．定理 5.1 の証明にお
いて最も重要な点は，客数過程と背後マルコフ過程の
結合確率過程 {(L(t), J(t))}が，状態空間 Z+ × Dを
もつ連続時間マルコフ連鎖であることです．
必要性の証明では，唯一の定常な系内客数分布が存

在するときマルコフ連鎖 {(L(t), J(t))}の平衡方程式
と（確率の）正規化条件が成り立つため，これらから
すぐに LBSM条件を導くことができます．
一方で，十分性の証明では，補題 5.2を利用します．

補題 5.2（Tweedie [11]）. 推移率行列Q := (qi,j)i,j∈S

をもつ離散状態空間 S上の既約な連続時間マルコフ連
鎖 {X(t)}に対して，次の (i)および (ii)を満たす，下に
有界な実数値関数 f : S → Rが存在するとき，{X(t)}
は正再帰的である．
(i) y(s) :=

∑
p∈S

qs,pf(p) が任意の s ∈ F で有限な
値をとる．

(ii)ある ε > 0が存在して，有限個の要素を除く s ∈ S

で y(s) ≤ −εとなる．

なお，既約な連続時間マルコフ連鎖が正再帰的であ
ることは，唯一の極限分布が存在することと同値です．
補題 5.2で登場する関数 f はテスト関数と呼ばれま

す．補題 5.2では，条件 (i)および (ii)を満たすテスト
関数が存在するかどうかで，連続時間マルコフ連鎖の
正再帰性を判定しています．補題 5.2は連続時間マル
コフ連鎖に対する正再帰性の判定手法ですが，離散時
間マルコフ連鎖に対してもフォスターの定理 [12]と呼
ばれる補題 5.2と類似の判定手法が存在します．フォ
スターの定理や補題 5.2を利用することは，マルコフ
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連鎖の正再帰性を判定するための常套手段です（ただ
し，条件を満たすようなテスト関数を見つけることは，
それほど簡単なことではありません）．
定理 5.1の十分性の証明では，LBSM条件が成り立

つとき {(L(t), J(t))}が正再帰的であるかを判定する
ために，テスト関数 f として，

f(k, i) = log(k + e), (k, i) ∈ Z+ × D (6)

を選びます．詳しい証明はここでは紹介しませんが，
式 (6) の関数 f は LBSM 条件が成り立つときに補
題 5.2の条件 (i)および (ii)を満たすため，定理 5.1の
十分性が証明されます．

5.3 BMAP/PH/∞待ち行列の安定条件
BMAP/PH/∞待ち行列は，BMAPに従って集団

が到着して，それぞれの客のサービス時間が独立で同
一の相型分布（PH 分布）に従う集団到着型無限サー
バ待ち行列モデルです．相型分布は，連続時間吸収マ
ルコフ連鎖が吸収されるまでの時間が従う確率分布で
あり，指数分布を特別な場合として含んでいます．任
意の [0,∞）上の一般分布はある相型分布列の弱収束先
として表すことができます [10]．
このような BMAP/PH/∞ 待ち行列の安定条件は

（BMAP/M/∞待ち行列の安定条件と同じく）LBSM

条件であることが， 5.2節で紹介した方法と同じよう
な方法で証明することができます [13]．

6. 裾が軽いサービス分布をもつBMAP/G/∞
待ち行列の安定性

5 節では，BMAP/M/∞ 待ち行列の安定条件が
LBSM 条件になることを紹介しました．次に本節で
は，BMAP/M/∞待ち行列よりも一般的なモデルであ
る BMAP/G/∞待ち行列の安定性について考えます．
BMAP/G/∞待ち行列は，BMAPに従って集団が到
着して，それぞれの客のサービス時間が独立で同一の
分布に従う集団到着型無限サーバ待ち行列モデルです．
私たちは，サービス時間が裾が軽い分布に従う場

合の BMAP/G/∞ 待ち行列の安定性に関する次の定
理 6.1を導出しました．

定理 6.1（Yajima et al. [9]）. LBSM条件が成り立つ
とき，裾が軽いサービス分布をもつ BMAP/G/∞ 待
ち行列は安定である．

6.1 裾が軽い分布
非負実数値分布関数 F (x) の補分布関数 F (x) :=

図 2 分布の裾の比較

1 − F (x) は，x が大きな値を取る領域では，分布の
裾と呼ばれることがあります．
分布の裾の減衰速度によって，分布関数を分類する

ことができます．最も大まかな分類の仕方は「裾が軽
い分布族」と「裾が重い分布族」に分ける方法です．
前者には分布の裾が指数分布の裾と同等もしくはそ
れより速く減衰する分布が含まれ，後者には分布の
裾が指数分布の裾より緩やかに減衰する分布が含ま
れます．裾の軽い分布の例としては，指数分布やガ
ンマ分布などが挙げられます．また，裾の重い分布
の例としては，対数正規分布やパレート分布などが
挙げられます．前述のとおり，私たちの研究 [9] で
は，サービス時間が裾の軽い分布に従う場合に着目
して，BMAP/G/∞ 待ち行列の安定性について考え
ました．サービス時間分布の裾が軽いということは，
サービス時間が極端に大きくなりにくいことを意味し
ます．
また，分布 F (x)の裾が軽いというのは，数学的に

は次の式で定義されます．

lim
x→∞

F (x)

e−θx
= 0, for some θ > 0 (7)

裾の軽い分布は任意次のモーメントが有限であること
が，式 (7)の定義からわかります．

6.2 再生型確率過程の構造を利用した証明
次に，定理 6.1 の証明で用いた手法を紹介します．

まず，考えている待ち行列モデルの時刻 tでの系内客
数を L(t) とします．客数過程と背後マルコフ過程の
結合確率過程 {(L(t), J(t))}は，BMAP/M/∞待ち行
列の場合とは異なり，連続時間マルコフ連鎖ではあり
ません．そのため， 5.2節で紹介したような方法で定
理 6.1の証明を行うことはできません．
そこで，定理 6.1の証明では，{(L(t), J(t))}が再生

型確率過程 (regenerative process) であることに着目
します．再生型確率過程は，次のように定義されます
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（[14]参照）．

定義 6.2（再生型確率過程）. {X(t); t ≥ 0} を右連続
な標本路をもつ確率過程とする．また，{Tn}n∈Z+ を
0 = T0 ≤ T1 < T2 < · · · を満たす確率変数列とする．
各 n ∈ Z+ に対して，Rn(t)を次のように定義する．

Rn(t) = X(t+ Tn), 0 ≤ t < Tn+1 − Tn

確率過程 {Rn(t); 0 ≤ t < Tn+1−Tn}が異なるn ∈ Z+

について互いに独立であり，任意の n ∈ Nで確率過程と
して同じ分布をもつとき，{X(t); t ≥ 0}は {Tn}n∈Z+

を再生点としてもつ再生型確率過程と呼ばれる．

背後状態 i0 ∈ Dを適当に選ぶと，{(L(t), J(t))}は
状態 (0, i0)を訪れる時刻を再生点としてもつ再生型確
率過程であることは，BMAPのマルコフ性からすぐに
わかります．
確率過程 {(L(t), J(t))} が再生型確率過程であるた

め，定理 6.1の証明では，再生型確率過程の定常性に
関する次の補題 6.3を用いることができます．

補題 6.3（Thorisson [15]）. 確率過程 {X(t)} を時刻
0 ≤ T1 < T2 < · · · を再生点としてもつ再生型確率過
程とする．{X(t)}が唯一の定常分布をもつことは，平
均再生間隔が有限であること，すなわち，

E[T2 − T1] < ∞

が成り立つことと同値である．

すなわ ち，LBSM 条 件が 成り立 つと きに
{(L(t), J(t))} が唯一の定常分布をもつことを示
すためには，LBSM 条件が成り立つときに再生型確
率過程 {(L(t), J(t))}の平均再生間隔が有限であるこ
とを示せばよいのです．そして，平均再生間隔の有限
性を示すためには，再生理論の有名な定理の一つであ
る再生報酬定理（[16]参照）を利用します．

補題 6.4（再生報酬定理）. 確率過程 {X(t)} を 0 ≤
T1 < T2 < · · · を再生点としてもつ再生型確率過程と
する．{X(t)}が時刻 (0, t]に再生する回数をM(t)と
記す．
n 番目の再生が起こる時刻 Tn に報酬 Rn を受け取

る状況を考える．報酬 Rn は確率過程 {X(t);Tn−1 <

t ≤ Tn}により決定する確率変数であるとき，次の式
が（確率 1で）成立する．

lim
t→∞

1

t

M(t)∑
n=1

Rn =
1

E[T2 − T1]
· E[R1] (8)

ただし，E[T2 − T1] = ∞のときは 1/E[T2 − T1] = 0

とする．

再生報酬定理は，再生時刻に得る報酬の時間平均と
事象平均が一致することを主張しています．
定理 6.1の証明では，n− 1番目の再生点と n番目

の再生点の間に {(L(t), J(t))}が状態 (0, i0)に留まる
時間を報酬 Rn として，再生報酬定理を利用していま
す．このように報酬を定めると，報酬の平均 E[R1]は
有限な値をもちます．あとは，式 (8)の左辺の極限が
正の値に収束することを示すことで，1/E[T2 − T1]が
正の値をもつこと，すなわち E[T2 − T1]が有限である
ことが示されます．

7. おわりに

本稿では，集団到着型無限サーバ待ち行列モデルの
安定性について解説しました．特に， 6 節で紹介した
内容は，今号で特集されている第 34 回待ち行列シン
ポジウムにて，私たちが報告した研究成果です．
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