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ロボット群の分散協調と対称性
山内　由紀子

自律的に移動する計算主体群，特に，ロボット群の自己組織化が分散協調理論において近年注目を集めている．
ロボット群を指定した形状に配置するパターン形成問題は群の自己組織化能力の指標として多くの研究が行われ
ており，形成可能なパターンを決める主要因はロボット群の初期配置の対称性であることがわかりつつある．本
稿ではパターン形成問題に関する近年の結果を概説し，ロボット群の分散協調と対称性の関係を紹介する．

キーワード：自律移動ロボット群，分散協調，パターン形成問題，対称性，群論

1. はじめに

近年，空間中を自律的に移動する計算主体群の自己組
織化がロボティクス，理論計算機科学，生物学，化学など
さまざまな分野で注目を集めている．車輪付きロボット
やドローンの普及に伴い，探索，監視，輸送を行う群シス
テムがハードウェア的に実現されつつある．DNA鎖や
分子ロボットの構成技術の発展に伴い，プログラマブル
な粒子群の振舞いをミクロな立場から設計，解析する手
法が必要とされている．理論計算機科学分野では，分散
協調理論の立場から移動計算主体群の自己組織化につい
て多数の研究が行われている．個々の計算主体はロボッ
ト，エージェント，パーティクル，モジュールなどと呼ば
れ，自律移動ロボット群モデル [1]，モジュール群から成
る変形可能ロボットモデル [2]，連続空間を移動する探
索者を想定したエージェントモデル [3]，アメーバに由来
するAmoebotモデル [4]や外力を受けて一斉に移動す
る粒子群モデル [5]，化学反応系と相性のよい個体群プロ
トコルモデル [6]など，着目する計算主体の能力と群の
振舞いにより，さまざまな計算モデルが提案されている．
本稿では，自律移動ロボット群による形状形成に着目

する．各ロボットは匿名（識別不能）な点であり，与えら
れたアルゴリズムに従って空間中を自律的に移動する．
各ロボットの動作単位は観測―計算―移動サイクルで
ある．ロボットは観測フェーズでほかのロボットの位置
を観測し，計算フェーズで観測結果をもとに自身の移動
先を計算し，移動フェーズで実際に移動を行う．ロボッ
トはGPSのような大域座標系を知らず，明示的な通信
手段をもたない．したがって，ロボット群の唯一の協調
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手段はほかのロボットの位置の観測であるが，異なるロ
ボット間の観測結果に一貫性はない．各ロボットが観測
に用いる座標系を局所座標系と呼ぶ．局所座標系は想
定する空間の直交座標系であるとし，原点はそのロボッ
トの現在位置であり，各座標軸の向き，単位距離は任意
であるとする．すべてのロボットは共通のアルゴリズ
ムを用いて移動先を計算する．アルゴリズムへの入力が
現在のサイクルの観測結果のみであるとき，無記憶なア
ルゴリズムであると言い，過去のサイクルでの観測，計
算結果を入力とするとき，有記憶なアルゴリズムである
と言う．無記憶なアルゴリズムを与えられたロボット
を無記憶なロボットと呼ぶ．ロボットの動作タイミン
グについては，詳細は 2節で紹介するが，完全同期モデ
ル，半同期モデル，非同期モデルの 3種類を想定する．
個々のロボットの能力は一見非常に低いが，すべての

ロボットを 1点に集める点形成問題 [7]，円周上に乗せ
る円形成問題 [8]，指定された形状を形成させるパター
ン形成問題 [9–11]を解決でき，さまざまな形状を形成で
きることが知られている1．既存結果の多くは 2次元空
間（平面上）を移動するロボット群を想定しているが，筆
者らの研究チームでは，3次元空間を移動するロボット
群について，すべてのロボットを同一平面に着地させる
平面形成問題 [12, 13]，パターン形成問題 [14]の結果を
報告している．本稿では，3次元空間中のロボット群の
形状形成問題に関する一連の結果を通して明らかになっ
た，ロボット群の分散協調と対称性の関係を概説する．
2次元空間でのパターン形成問題については，ロボッ

ト群がもつ回転対称性が形成可能な形状を決定するこ
とが知られている．例として図 1a のような正方形の
頂点に置かれた 4台のロボットの局所座標系が回転対
称な場合を考える．図中では各ロボットの x-y座標系

1 2012年までの結果は Flocchini et al.による書籍 [1]が詳
しく解説している．
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図 1 初期配置と目的パターンの例

を直交する矢印で表している．この状況では，4台のロ
ボットの観測結果は同一であり，さらに共通のアルゴリ
ズムで移動先を計算するため，ロボット群が完全に同期
して動作すれば永久に（何らかのサイズの）正方形の配
置のままであり，たとえば図 1bのように一列に整列す
ることはできない．すべてのロボットが同期して動作
する状況は半同期モデル，非同期モデルでも起こりうる
ため，ロボット群の最悪時の振舞いと言える．つまり，
ロボット群は局所座標系の回転対称性を解消できない．
ここで，2次元空間中の点集合 P の対称度 ρ(P )を次
のように定める．P を中心が共通な正 m-角形へ分割
することを考える．1 点の場合は，任意の点を中心と
する正 1-角形として扱い，その点自体を中心とする必
要はない．このような分割が可能な最大のmが ρ(P )

である．直感的には，ρ(P )は P に作用する巡回群の
位数と言える．しかし，P の最小包含円の中心 c(P )

が P に含まれているとき，ρ(P ) = 1となる．これは，
c(P )上のロボットが c(P )から移動すれば，ロボット
群の配置を非対称にすることができるためである．対
称度を用いて，ロボット群が形成可能なパターンは次
のように特徴づけられる：無記憶性，非同期性によら
ず，観測範囲が無限のロボット群が初期配置 P から目
的パターン F を形成可能な必要十分条件は ρ(P )|ρ(F )

である2．ただし，ランデブー問題と呼ばれる，多重度

2 定義より，n点の点集合 P の対称度 ρ(P )は nの約数である
ため，円形成，点形成は常に可能と期待できる．実際に，n台の
ロボットは無記憶性，非同期性によらず，任意の初期配置から正
n-角形と多重度 n（ただし，n > 2）の 1点を形成できる [7, 8]．

2の 1点から成る目的パターンは除外する [9–11]．
上記の結果は 3次元空間での形状形成問題に自然に

拡張できるが，対称度の定義に用いる回転対称性も3次
元空間中の回転群に拡張することが必要となる．2 次
元空間での回転対称性は巡回群のみであるが，3 次元
空間での回転対称性は二面体群，正四面体群，正八面
体群，正二十面体群を加え，5種類となる [15–17]．本
稿では，これらの回転群を用いた 3次元空間の対称度
を用いて，ロボット群が 3次元空間で形成可能な形状
の特徴づけを与えられることを紹介する．
3次元空間中の平面形成問題は 2次元空間中の整列

問題に対応すると考えられる．実際に，3 次元空間で
正二十面体の頂点にロボットを置いた初期配置（図 1f）
からは，ロボット群は対称性を解消できず平面を形成
できない．一方で，立方体の頂点にロボットを置いた
初期配置（図 1c）からは，平面（図 1d）や反四角柱
（図 1e）が形成できる．平面や反四角柱には垂直方向
があり，立方体にはないことを考えれば，3次元空間で
はロボット群は回転対称性を解消できるように見える．
これは，ロボット群が解消できない回転対称性，つま
り対称度が配置の回転対称性ではなく，局所座標系の
回転対称性であるためである．実際に，3 次元空間中
ではロボットの（決定性の）移動により，配置の回転
対称性を対称度まで解消することができる．
本稿ではこれらの結果を概説し，ロボット群の分散

協調と対称性の関係を紹介する．

2. 準備

2.1 ロボット群のモデル
n 台のロボットの集合をR = {r1, r2, . . . , rn} とす

る．各ロボットは空間中の匿名な点であり，ロボット
ri ∈ Rの添え字 iは記述の上でのみ用いる．
本稿では離散的な時刻 t = 0, 1, . . . を想定する．

ロボット ri の時刻 t における大域座標系 Z0 での位
置を pi(t) と表す．ロボット群の時刻 t での配置を
P (t) = {p1(t), p2(t), . . . , pn(t)}と表す．ただし，P (0)

は多重点を含まないとする3．ロボット ri の局所座標
系を Zi とする4．Zi は ri の現在位置を原点とする
右手系の直交座標系であり，軸の向き，単位距離は
任意である．2 次元空間では Zi は x-y 直交座標系，
3次元空間では Zi は x-y-z 直交座標系である．Zi で

3 初期配置 P (0) に多重点が存在する場合，決定性のアルゴ
リズムで同一点に存在するロボットを分離することができな
い．そのため，一般的に P (0) には多重点を許さない．
4 正確には Zi(t) であるが，本稿では Zi と記述する．
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観測した点 p の位置を Zi(p) と書く．ロボット ri は
起動すると観測-計算-移動サイクルを実行する．まず
自身の局所座標系でほかのロボットの位置を観測する
（観測フェーズ）．時刻 t に ri が観測を行った場合，
Zi(P (t)) = {Zi(p1(t)), Zi(p2(t)), . . . , Zi(pn(t))} を
得る．次に，riは与えられたアルゴリズム ψを用いて，
移動先とそこまでの経路を計算する（計算フェーズ）．
ψが無記憶アルゴリズムである場合，ψは ψ(Zi(p))と
書ける．最後に，ri は ψが出力した移動先へ移動する
（移動フェーズ）5．
ロボットの起動スケジュールについて次の 3種類の

モデルを考える．完全同期モデルでは，全ロボットが
各時刻に起動し，観測-計算-移動サイクルを実行する．
第 t (t ≥ 1)サイクルは時刻 (t−1)に開始し，すべての
ロボットが観測，計算，移動の各フェーズを同期して実
行し，時刻 tまでに第 tサイクルを終了する．半同期モ
デルでは，ロボットの起動，サイクルの実行は各時刻ご
とであるが，すべてのロボットが各時刻に起動すると
は限らない．非同期モデルでは，各サイクルの長さが
有限であり，各ロボットが無限回起動すること以外，サ
イクルの実行タイミングに一切の仮定を置かない．非
同期モデルは連続時間上でのモデルであるが，いずれか
のロボットが観測を行った時刻を順に t1, t2, . . .とし，
時刻 tj を時刻 j とみなせば離散時刻上のモデルとみな
せる．これは，どのロボットも観測を行わなかった時
刻はロボット群の振舞いに影響を与えないためである．
各時刻のロボット群の配置の系列 P (0), P (1), . . .を

アルゴリズム ψ の実行と呼ぶ．ある初期配置 P (0)か
らでも，ロボットの局所座標系，半同期モデルと非同
期モデルではロボットの起動タイミング6によってさま
ざまな実行が存在しうる．ロボット群の分散協調では，
与えられた初期配置から開始する任意の実行において，
目的とする配置に到達することを要求する．すなわち，
最悪時の実行での正当性を保証することが目標である．

2.2 形状形成問題
本稿では，ロボット群によるパターン形成問題と平

面形成問題を紹介する．パターン形成問題とは，指定
された目的パターン F をロボット群が形成する問題で
ある．目的パターンは大域座標系 Z0 で観測した点集
合として各ロボットに与えられるが，各ロボットは Z0

5 各ロボットが移動フェーズ中に必ず移動先へ到達するモデル
を rigidと言う．移動中にロボットが停止するモデルを non-
rigid と言うが，この場合も最小移動距離 δ を保証する．本
稿では簡単のため non-rigid な移動モデルを仮定する．
6 non-rigid モデルでは移動距離もアドバサリアルに決めら
れると考える．

を知らないため，F と相似な配置を作成すればよいと
する．すなわち，目的パターン F の拡大縮小，平行移
動，回転は許容する．初期配置 P (0) から始まるアル
ゴリズム ψの任意の実行 P (0), P (1), . . .において，あ
る時刻 tが存在し，P (t′) = P (t) (∀t′ > t) かつ P (t)

が F に相似な場合，アルゴリズム ψは P (0)から目的
パターン F を形成すると言う．また，そのようなアル
ゴリズム ψ が存在するとき，ロボット群は P (0)から
F を形成可能であると言う．
平面形成問題とは，3次元空間中を移動する n (n ≥ 4)

台のロボットを同一平面に重複なく着地させる問題で
ある．よって，点形成（集合）を行っても平面形成問題
の解決とはならない．また，ロボット群が着地する平
面は事前には与えられない．初期配置 P (0) から始ま
るアルゴリズム ψの任意の実行 P (0), P (1), . . .におい
て，ある時刻 tが存在し，P (t′) = P (t) (∀t′ > t) かつ
P (t) が同一平面に含まれる場合，アルゴリズム ψ は
P (0)から平面を形成すると言う．また，そのようなア
ルゴリズム ψ が存在するとき，ロボット群は P (0)か
ら平面を形成可能であると言う．

3. 平面形成問題

平面形成問題は着地する平面の合意，初期配置の対
称性の解消といった，3次元空間での分散協調におけ
る基本的な課題を含んでいる．また，ロボット群を同
一平面に着地させることができれば，2 次元空間中の
ロボット群に関する既存結果を 3次元空間で利用でき
る可能性がある．これらの理由から，平面形成問題は
3次元空間中のロボット群にとって重要な問題である．
2 次元空間での回転対称性は巡回群のみであるが，

3次元空間では，さらに二面体群，正四面体群，正八面
体群，正二十面体群を加え，5種類の回転対称性が存在
する7．以下では，これら 5種類の回転群を紹介し，ロ
ボット群が平面を形成するための必要十分条件を示す．

3.1 回転群
正四角錐を底面の中心を通り底面に垂直な直線 �を

中心に π/2, π, 3π/2, 2π と回転しても，この正四角
錐の見かけは変わらない（図 2a）．このような操作を
回転対称操作と呼ぶ．このとき，� を回転軸と呼び，
4 回の回転操作を許すので，4 回回転軸と呼ぶ．正四
角錐に対するこの 4 個の回転対称操作は巡回群を成
す．3次元空間中の回転対称操作が成す群は 5種類あ

7 5 種類の回転対称性のみしか存在しないことの証明につい
ては，群論からの証明，幾何学的証明がそれぞれ文献 [15]，
文献 [17] に示されている．
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図 2 5 種類の回転群の直感的な例

表 1 3 次元的な回転群の回転軸の種類と本数，位数

回転軸 位数
2 回 3 回 4 回 5 回

回転群
T 3 4 - - 12

O 6 4 3 - 24

I 15 10 - 6 60

り，巡回群，二面体群，正四面体群，正八面体群，正
二十面体群である．各々，正多角錐，正多角柱，正四
面体，正八面体，正二十面体に対する回転対称操作の
成す群として確認できる（図 2）．巡回群は 1 本の回
転軸のみを持ち，その回転軸が k回回転軸であるとき
に Ck と書く．二面体群 D� は 1本の � 回回転軸（主
軸）と主軸に直交する �本の 2回回転軸から成る．正
四面体群 T，正八面体群 O，正二十面体群 I について
は表 1の通りである．3次元空間中の回転群の集合を
S = {Ck, D�, T, O, I | k = 1, 2, 3, . . . , � = 2, 3, 4, . . .}
とする．C1 は恒等変換のみから成る群である．
回転群G ∈ Sの位数を |G|と表す．Sの要素のうち，

T,O, I を 3次元的な回転群と呼ぶことにする8．これ
ら 3種類の回転群は，同一平面上に存在する点集合に
作用しない．S \ {T,O, I}を 2次元的な回転群と呼ぶ
ことにする．また，G,G′ ∈ S について，G′ が G の
部分群であることをG′ � G，真部分群であることを
G′ ≺ Gと表す．たとえば，T ≺ O，T ≺ I である．
3次元空間中の点集合 P に対し，P の最小包含球を

B(P )，その中心を b(P )と表す．

定義 1. 3次元空間中の点集合 P の回転群 γ(P ) を S

の要素で P に作用し，γ(P )を真部分群とするどの S

8 文献 [17] では正多面体群と呼ばれている．

点集合 P

点集合 P ′

図 3 回転群に関する例．(a) γ(P ) = O により，点集合 P
は立方体の頂点集合と正八面体の頂点集合の二つの軌
道に分解される．(b) γ(P ′) = O について対称な局所
座標系の例．

の要素も P に作用しない回転群とする．

回転群 γ(P ) は点集合 P を観測する座標系によら
ず，一意に定まる．この γ(P )は P を軌道空間に分解
する．すなわち，p ∈ P について，γ(P ) の群作用に
よる軌道を Orb(p) = {p ∗ g : g ∈ γ(P )} とすれば，
{Orb(p) : p ∈ P} = {P1, P2, . . . , Pm} は軌道空間で
ある．この {P1, P2, . . . , Pm}を P の γ(P )-分割と呼
ぶ．図 3a に γ(P ) = O である 14 個の点集合 P の
γ(P )-分割を示す．この例からわかるように，各軌道
Pi のサイズは |γ(P )|と一致するとは限らず，異なる
軌道のサイズも一致するとは限らない．
ロボット群の初期配置 P の γ(P )-分割の各要素 Pi

について，|Pi| = |γ(P )|であるとき，各 Pi について，
すべての p ∈ Pi に γ(P )について対称な局所座標系を
与えることができる．すなわち，ある q ∈ Pi の局所座
標系Zq を任意に定め，各 q′ ∈ Piについては q′ = g∗q
となる g ∈ γ(P )が一意に定まるため，Zq に回転対称
操作 g を行ったものを g′ の局所座標系 Zq′ とする9．
図 3b に一例を示す．このような局所座標系からは，
2 次元空間と同様にロボット群は γ(P )の対称性を解
消することができない．さらに，ロボットが有記憶で
あっても状況は変わらない．
|Pi| < |γ(P )|であるときは，γ(P )の各部分群につ

いて同様の性質を確認する必要がある．回転群Gの回
転群H (G,H ∈ S)への埋込みを次のように定義する．
Gの各 k回回転軸を Gの k′ 回回転軸（ただし，k|k′）
へ，Gの回転軸の配置を保ったまま埋込めるとき，Gを
H へ埋込み可能と言う．点集合 P について，γ(P )に
埋込み可能なG ∈ Sを考える．定義よりG � γ(P )で
ある．Gの γ(P )へのある埋込みは，P を軌道空間へ分

9 Zq はその原点 (0, 0, 0),(1, 0, 0),(0, 1, 0),(0, 0, 1)の Z0 で
の座標で定まる．この 4 点に g を作用させたものが Zq′ で
ある．
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割する．この分割を P の（Gのこの埋込みによる）G-

分割と呼ぶ．たとえば，正二十面体の頂点にロボット
を置いた配置 P ′ では，γ(P ′) = I であり，|P ′| = 12，
|I | = 60であるが，T ≺ I，|T | = 12であることより，
T の I への任意の埋込みにより得られる P ′ の T -分割
の要素のサイズは |T |と一致する．実際に，上記の方
法で P ′ の 12 台のロボットに T について対称な局所
座標系を与えることが可能である．軌道のサイズが異
なる場合は，それらの最小値に合わせてG � γ(P )を
選べばよい．
3次元的な回転群が同一平面上に存在する点集合に

は作用せず，|T | = 12，|O| = 24，|I | = 60であること
より，平面形成問題を解くための必要条件が得られる．

定理 2. [13] ロボット群の初期配置 P の γ(P )-分割
を {P1, P2, . . . , Pm}とする．無記憶性にかかわらず，
完全同期モデルのロボット群が P から平面を形成す
るための必要条件は (i) γ(P ) が 2 次元的な回転群で
あるか，もしくは (ii) γ(P )が 3 次元的な回転群であ
るならば，いずれかの Pi (i = 1, 2, . . . ,m)について，
|Pi| /∈ {12, 24, 60}が成立することである．

定理 2より，正二十面体の頂点にロボットが置かれ
た初期配置からは，ロボット群は平面を形成できない．
同様に，二十・十二面体を除く半正多面体の各々につ
いても，その頂点にロボットを置いた初期配置からは，
ロボット群は平面を形成できない．

3.2 平面形成可能な初期配置の特徴づけ
本節では文献 [13] の無記憶な完全同期モデルのロ

ボット群に対する平面形成アルゴリズムの概要を示し，
定理 2の条件が平面形成のための十分条件であること
を紹介する．

定理 3. [13] ロボット群の初期配置 P の γ(P )-分割
を {P1, P2, . . . , Pm}とする．無記憶性にかかわらず，
完全同期モデルのロボット群が P から平面を形成す
るための十分条件は (i) γ(P ) が 2 次元的な回転群で
あるか，もしくは (ii) γ(P )が 3 次元的な回転群であ
るならば，いずれかの Pi (i = 1, 2, . . . ,m)について，
|Pi| /∈ {12, 24, 60}が成立することである．

定理 3は初期配置の回転群が 3次元的な回転群であ
るもののうち，正四面体，正八面体，立方体，正十二面
体，二十・十二面体の頂点にロボットを置いた初期配
置から平面が形成できることを保証する．一例として

立方体を考える．立方体の頂点にロボットが置かれた
初期配置の回転群は正八面体群である．定理 3 より，
この 8台のロボットは同一平面に着地できる．しかし，
立方体の対称性より，たとえばロボット群が上下，ま
たは左右に合意する（共通の認識をもつ）ことは一見
難しそうである．ここで，立方体が 6枚の側面と 8個
の頂点から構成されることを思い出す．各ロボットに
次のような単純なアルゴリズムを与える．

Go-to-center アルゴリズム：自身が存在
する立方体の頂点に接続している側面のう
ち 1枚を選択し，その中心へ移動せよ．
（ただし，衝突回避のため，中心の ε手前で
停止せよ．）

8台のロボットが 6枚の側面のうちから 1枚ずつを
選択するので，その結果は正八面体群の対称性を残さな
い．本稿では証明を割愛するが，このGo-to-centerア
ルゴリズムは上記 5種類の初期配置に対して，実行後
のロボット群の配置の回転群が 2次元的な回転群とな
ることを保証する．ロボット群の初期配置 P が γ(P )

の複数の軌道から成る場合は，定理 3の条件を満たす
b(P )に最も近い軌道で Go-to-centerアルゴリズムを
実行すればよい．
ロボット群の配置 P ′ の回転群 γ(P ′)が 2次元的な

回転群であるとき，平面形成問題は容易に解決できる．
巡回群はただ 1本の回転軸から成り，二面体群は唯一
の主軸をもつことから，ロボット群はこれらの回転軸
に垂直で，b(P ′) を含む平面に合意し，各ロボットが
すべてのロボットの着地点を P ′ の γ(P ′)-分割の要素
ごとに順に計算することで10，重複を避けながら合意
した平面に着地することができる．
したがって，定理 2，定理 3より，平面形成が可能

な初期配置の特徴づけを得られた11．この特徴づけは
半同期モデルのロボット群にも拡張できる [12]．

4. パターン形成問題

3次元空間で常に平面形成問題が解決できれば，2次
元空間のパターン形成手法を用いて，点や円を含む平
面上のパターン形成を議論できる．しかし， 3節で示
したように，平面形成が不可能な初期配置が無限に存

10点集合 P の γ(P )-分割 {P1, P2, . . . , Pm} について，ロ
ボット群は {P1, P2, . . . , Pm} の全順序に合意でき，分散ア
ルゴリズムを考えるには都合がよい．
11後述の対称度を用いれば，この結果は下記のように言い換
えられる：無記憶性にかかわらず，完全同期モデルのロボッ
ト群が初期配置 P から平面を形成するための必要十分条件
は，�(P ) が 2 次元的な回転群のみから成ることである．

2018 年 3月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（47）171



在する．さらに，3 次元的なパターンの形成可能性は
平面形成問題を経て議論する必要はない．本節では，
3次元空間中の対称度を導入し，3次元空間でのパター
ン形成問題を直接議論する．

4.1 対称度
3節では点集合 P の γ(P )-分割の要素のサイズで解

消できない回転群が決定すると説明した．本節では，
ロボット群が解消できない回転群を直接列挙する対称
度を導入する．

定義 4. 3次元空間中の点集合 P の対称度 �(P )とは，
次の二つの条件を満たす回転群 G ∈ S の集合である．
(i) P に作用する（つまり，G � γ(P )），かつ (ii) P

の G-分割の各要素のサイズが |G| となるような Gの
γ(P )への埋込みが存在する．

たとえば，立方体の頂点の集合をP とすれば，�(P ) =

{C1, C2, C4, D2, D4}である．|O| = 24より γ(P ) =

Oは定義 4の条件を満たさない．点集合の対称度は次
のように言い換えられる：3次元空間中の点集合P の
対称度 �(P )は，P のいずれの点も含まない γ(P )の
回転軸の集合に埋込み可能な Sの要素の集合である．
3節と同様に，点集合 P の任意の G ∈ �(P )につい

て，G の γ(P ) への埋め込みを任意に定め，P の G-

分割の各要素ごとにひとつの局所座標系を任意に定め，
G ∈ �(P )の回転対称操作を適用することで，Gについ
て対称な P のすべての点の局所座標系を得る．つまり，
ロボット群は初期配置P の �(P )の任意の要素を解消で
きない可能性があり，�(P )の要素の対称性を解消しなく
ては形成できないような目的パターンは形成できない．

定理 5. [14] 無記憶性によらず，3次元空間中の完全同
期モデルのロボット群が初期配置 P から目的パターン
F を形成するための必要条件は �(P ) ⊆ �(F ) である．

4.2 形成可能なパターンの特徴づけ
本節では文献 [14] の無記憶な完全同期モデルのロ

ボット群に対するパターン形成アルゴリズムの概要を
示し，定理 5の条件がパターン形成のための十分条件
であることを紹介する．

定理 6. [14] 無記憶性によらず，3次元空間中の完全同
期モデルのロボット群が初期配置 P から目的パターン
F を形成するための十分条件は �(P ) ⊆ �(F ) である．

定理 6は，たとえば，立方体の頂点にロボットが存
在する初期配置 P から，反四角柱の頂点にロボットが
存在する目的パターン F を形成できることを保証す
る．しかし，P ではロボット群は F のもつ垂直方向
（γ(F ) = D4の主軸）に合意できず，P から反四角柱を
直接形成することはできない．パターン形成において
も，Go-to-centerアルゴリズムは有用である．3次元
的な回転群をもつ初期配置 P について，γ(P ) 
∈ �(P )

のとき，定義より，γ(P )の回転軸上にロボットが存在
し，P は正四面体，立方体，正八面体，立方八面体，正
十二面体，正二十面体，二十・十二面体のいずれかの
頂点にロボットを配置した点集合を γ(P )-分割の要素
として含み，以下の補題が成立する．

補題 7. [14] 初期配置 P が正四面体，立方体，正八面
体，立方八面体，正十二面体，正二十面体，二十・十
二面体のいずれかであるとする．P ですべてのロボッ
トがGo-to-centerアルゴリズムを実行した後の配置を
P ′ とする．このとき，γ(P ′) ∈ �(P )が成立する．

Go-to-centerアルゴリズムは γ(P )の回転軸上のロ
ボットを軸から離れさせることにより，その軸を解消
し，�(P )のいずれかの要素を回転群とする配置 P ′ に
遷移させる．初期配置 P が γ(P )の複数の軌道から成
る場合は，七つの多面体のいずれかを成す軌道でGo-

to-centerアルゴリズムを実行すればよい．
以上の手順により得られた P ′ は γ(P ′) ∈ �(P ) を

満たすため，γ(P ′) ∈ �(F ), γ(P ′) � γ(F )を満たす．
よって，以降の手順では対称性は問題とならない．
ロボット群は大域座標系を知らないため，F を形成

するには目的パターンの配置，サイズを合意しなくては
ならない．この手順は簡単で，目的パターンのサイズ
は，現在の配置 P ′ の最小包含球 B(P ′)と目的パター
ン F の最小包含球 B(F )が等しくなるよう定める．そ
の後，γ(P ′) の回転軸と γ(F )の回転軸を重ねること
で（つまり，γ(P ′)に不足している回転軸を追加する
ことで），F の配置を決定する．これらの操作は P ′ を
観測する座標系によらず，一意に計算することができ
る．このようにして固定された F を ˜F と記述する．
その後．ロボット群は P ′ と ˜F の完全マッチングを

計算する．P ′ の γ(P ′)-分解を {P ′
1, P

′
2, . . . , P

′
m}, ˜F

の γ( ˜F )-分解を { ˜F1, ˜F2, . . . , ˜Fk}とすれば，定理 6の
条件より，任意の i, j について，|P ′

i |が | ˜Fj |を割り切
る．したがって，完全マッチングの計算は i = 1, 2, . . .

の順に，P ′
i をマッチングが決まっていない ˜Fj のう
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ち，最小の添え字をもつ要素に割り当てる．その際，
各 q ∈ P ′

i は ˜Fj のマッチングが決まっていない点の
うち，もっとも近い点を選択する．最後に，すべての
ロボットが計算した移動先に移動することで，目的パ
ターン F を形成することができる．
したがって，定理 5，定理 6より，3次元空間で形

成可能なパターンの特徴づけを得られた．

5. おわりに

対称性は匿名な計算主体群の分散協調を議論する際
には必ず登場する話題である．従来のネットワーク型
分散システムモデル，つまり匿名グラフにおける対称
度は文献 [18]で紹介されている．
本稿では 3次元空間中を移動するロボット群に着目

し，平面形成問題とパターン形成問題を通して，ロボッ
ト群の分散協調と対称性の関連を紹介した．3 次元空
間中のロボット群の対称度を回転群の集合として定義
し，対称度を用いてロボット群が形成可能な形状を特
徴づけられることを紹介した．2 次元空間中の対称度
は同様に定義される巡回群の最大の位数であることか
ら，3次元空間中の対称度は 2次元空間中の対称度の
自然な拡張であると言える．本稿ではさらに，ロボッ
ト群が移動を行うことによって，配置の回転対称性を
解消できる場合が存在することを示した．
3 次元空間中のロボット群については，2 次元空間

で議論されている探索問題をはじめとする種々の問題，
非同期性，観測範囲，移動性の分散協調への影響，乱
択アルゴリズムや故障耐性など，今後の発展が期待さ
れる話題が多数残されている．
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