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論文・研究レポート

下方リスクを考慮した多期間最適執行戦略モデル
竹延　俊一，枇々木　規雄

1. はじめに

生命保険会社や年金基金などの機関投資家は，ポー
トフォリオのリバランスなどの際に大量の株式売買を
行う．注文量が非常に大きい場合，市場の需給バラン
スを崩し，マーケット・インパクトを引き起こす．マー
ケット・インパクトは機関投資家にとって大きな執行
コストであり，できる限りこれを抑えて注文を執行す
る必要がある．一般的に，その抑制には注文を小口に
分割して執行することが有効とされるが，分割によって
一時的に残される未執行の注文量は株価変動リスクに
晒される．これは，タイミング・リスクと呼ばれ，マー
ケット・インパクトとトレード・オフの関係をもつ執行
コストとして知られている．Almgren and Chriss [1]

を始めとする多くの先行研究では，このトレード・オ
フ関係を最適化問題として定式化し，執行コストを最
小にする注文方法（以下，最適執行戦略）を導出して
いる．
不確実な株価変動のもとで，執行コストを抑えて取

引を行うためには，多期間にわたる動的執行戦略の決
定を明示的にモデル化する必要がある．この問題に対
して，先行研究で多く用いられているアプローチは，
連続時間・連続分布のもとでモデルを記述し，ベルマ
ン方程式によってモデル化を行う方法である．Schied

and Schoneborn [2] では，いくつかの仮定のもとで
解析解を導出している．一方，He and Mamaysky [3]

や Forsyth et al. [4] などでは，シミュレーションに
よって数値解を導出している．しかし，これらのアプ
ローチでは実務的な制約を含めることは難しい．一方，
Krokhmal and Uryasev [5] は実務的な制約を含める
ことができるように離散時間・離散分布のもとでモデ
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ルを記述し，混合型最適化モデル [6, 7]を用いて数値
解を導出するアプローチを提案している．具体的には，
モンテカルロ・シミュレーションによって発生させた
パスで不確実性を記述し，各離散時点でパス（状態）を
グルーピングすることで，ある程度，状態に依存した
条件付き意思決定が可能なモデルを構築している．
実務においては証券会社がある執行コスト（ターゲッ

ト・コスト）で機関投資家（年金基金など）から株式の
売却を請け負うことが多い．その場合も執行コストが
ターゲット・コストを上回ることがリスクとして認識
されることになる．本研究では，実務で使うことがで
きるように，下方リスク尺度として 1次の下方部分積
率 (LPM)を用いた動的最適執行戦略モデルを構築す
る．最適執行戦略問題において，下方リスク尺度（下
方部分積率）を考慮したモデルは，筆者たちの知る限
り，存在しない．ただし，LPMを用いた多期間ポート
フォリオ最適化問題では，状態に依存した意思決定が
最適となる [8, 9]．そのため，最適執行戦略問題にお
いても同様なモデル化をする必要がある．
本研究では，まずはじめに，状態に依存した意思決

定が可能な混合型最適化モデルで定式化し，問題を解
く方法を示す．ただし，混合型モデルは意思決定を状
態変数の階段関数で想定するため，ノード数が少ない
場合，状態変数の値が少し違うだけで，大きく意思決定
を変えてしまう可能性がある．一方，状態の違いに応
じて厳密に意思決定をするためにノード数を増やすと，
計算負荷が大きくなるという問題点も存在する．そこ
で，この問題点を解消するために，多期間ポートフォ
リオ最適化モデルにおいて，上述の二つのアプローチ
のアイデアを融合した高屋と枇々木 [10]の考え方を応
用した最適執行戦略モデルを構築する．具体的には，
解析解のように状態依存の意思決定が可能な区分線形
（線形近似）モデルとして定式化を行い，問題を解く．
先行研究との比較を表 1に示す．
本研究の主な貢献は以下の 2点である．

(1) 下方リスクモデルに対する最適解の導出
目的関数として，期待執行コストと LPMの加重和

を設定し，混合型モデルを用いて最適解の特徴を明ら
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表 1 動的最適執行戦略に関する先行研究と本研究の比較

Schied and
Schoneborn (2009) 他

Krokhmal and
Uryasev (2007) 本研究

アプローチ ベルマン方程式
確率計画法

（混合型モデル）
確率計画法

（区分線形モデル）
執行間隔 連続時間 離散時間 離散時間

目的関数
期待効用最大化，
分散最小化など ペイオフ最大化

期待執行コストと
LPM の加重和最小化

不確実性
の記述 ○ ○ ○

意思決定
の柔軟性 ○ △ ○

制約式 × ○ ○

かにした1．さまざまな分析の結果，最適解となる残
存注文量が累計執行コストの水準に対し，ある値（本
研究では，区分中心点と呼ぶ）で最小となり，その境
から離れるほど大きくなり，累計執行コストの大きい
ときと小さいときには残存注文量がフラットになる
ショートバタフライ型（以降，SB型）2の形状となるこ
と，さらに区分中心点がターゲットコストを調整した
値であることなど，関数形のいくつかの特徴を見いだ
した．また，区分中心点の導出には理論的な解析モデ
ルから得られた知見を応用した．本研究の結果は最適
執行戦略の領域においても，多期間ポートフォリオ最
適化問題 [8–11]と同様に，リスク尺度に応じて状態変
数に依存して最適解を導くことができることを示して
いる．
(2) 状態依存関数による動的最適執行戦略の提案
混合型モデルによる分析結果と先行研究を参考に，

混合型モデルを修正し，累計執行コストの水準に対し
て残存注文量が SB型の形状となる区分線形モデルを
構築した．このモデルにより，累計執行コストの変化
に対して残存注文量を階段状ではなく，区分線形的に
変化させることが可能になり，状態に依存し柔軟な意
思決定を行う最適執行戦略を導出できるとともに，精
度を保ちながら区分数を減らして計算負荷を小さく抑
えることができる．本研究では，さまざまな数値分析
を行い，モデルの特徴と有用性を明らかにする．
本稿の構成は以下のとおりである． 2節で，実務に

おいて直面する問題の設定を行う．次に LPMをリス
ク尺度として用いる多期間最適執行戦略モデルとして，
3節で混合型モデル， 4節では区分線形モデルを示し，
区分中心点を導出する方法も示す．5 節では数値分析
を行う．基本ケースに対する分析，2 種類のパラメー
タに対する感度分析，さまざまな期間数に対する分析

1 Hirano and Hibiki [11] では，状態依存関数の形状の予想
に，混合型モデルを用いることの有効性を示している．
2 オプション取引戦略の「バタフライスプレッドの売り」の
ペイオフ関数と似ているので，このように呼ぶことにする．

などを行い，その特徴を明らかにする．最後に 6節で，
まとめと今後の課題を述べる．

2. 問題設定

本研究では，問題としての取り扱いやすさから，Alm-

gren and Chriss [1] と Lorenz and Almgren [12] を
参照して，実務において直面する問題設定を行う．機
関投資家が，ある一つの銘柄X 株を満期 T までにすべ
て売却しなければならない状況を想定する．なお，こ
こでは初期時点 0から，満期 T までの時間を均等にK

分割し，期間 τ (= T/K)ごとに等間隔で，どの程度成
行注文を入れるかを決める．離散的に分割されたそれ
ぞれの時点は kτ (k = 0, . . . , K) であるが，以降，時
点 k と定義する．また，毎時点の残存注文量を xk と
し，x0 = X, xK = 0と置く．すなわち，時点 0から
時点 1の期間には，x0 − x1 の注文量が執行されるこ
とになる．時点 1以降も同様な考え方で注文が執行さ
れ，時点 k − 1から時点 kの期間の単位時間当たり平
均取引率は νk = (xk−1 − xk)/τ として定義される．

2.1 株価過程
想定する株式のファンダメンタル価格は，ブラウン

運動に従うと仮定する3．しかし，取引主体の機関投資
家によって売買が行われた場合，株価過程はマーケッ
ト・インパクトの影響を受ける．ここでは，一時的に
発生してその影響がすぐに消える一時的マーケット・
インパクト h(ν) と恒久的に影響が残り続ける恒久的
マーケット・インパクト g(ν)が存在すると仮定する．
どちらも単位時間当たり平均取引率 νk の関数であり，
注文量が大きいほど大きく発生し，恒久的マーケット・
インパクトはその後の株価過程に影響を残し続ける．
恒久的マーケット・インパクトの影響を加味した株

価過程を (1)式に示す．

Pk=Pk−1 + σ
√
τξk − τg(νk) (1)

ここで，ξk は，i.i.d.で，標準正規分布 N(0, 1)に従う
確率変数である．また，σ は株価のボラティリティを
示し，期間 τ の株価変動の分散は σ2τ で表される．ま
た，注文を入れた直後は，一時的マーケット・インパ
クトにより，一時的に Pk−1 から P̃k に推移する．た
だし，その次の時点の Pk には影響を及ぼさない．

3 短期間においては価格過程が幾何ブラウン運動であっても
算術ブラウン運動であっても大差がないと考えられる．その
一方で，算術ブラウン運動のほうが数学的に取り扱いやすい
ことから，最適執行戦略問題においては株価そのものが正規
分布に従っていると仮定している．
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P̃k=Pk−1 − h(νk) (2)

2.2 執行コストの定義
本研究では売却を想定するので，執行コストは「初期

時点の株価ですべて執行できた場合の執行価額」から
「実際の執行価額」を引いた値で定義する．また，一時
的マーケット・インパクトと恒久的マーケット・インパ
クトが，共に ν に対して線形で発生すると仮定し，そ
れぞれ，h(ν) = h0ν, g(ν) = g0ν と表す．その場合，
全期間の合計執行コストは (3)式で表すことができる．

TC=XP0 −
K∑

k=1

(xk−1 − xk)P̃k

=
g0X

2

2
+ τη

K∑
k=1

ν2
k − σ

√
τ

K−1∑
k=1

ξkxk (3)

ここで η = h0 − τg0/2である．(3)式の右辺の第 1項
は定数なので除外し，残った部分の執行コスト分を
CK としよう．それに対する時点 k までの累計執行コ
ストを Ck とした場合，(4)式のように表せる．

Ck=Ck−1 +
η

τ
(xk−1 − xk)

2 − σ
√
τξkxk (4)

右辺の第 2項はマーケット・インパクト，第 3項はタ
イミング・リスクを表す4．

2.3 標準化
パラメータの数を減らすために標準化を行う．(4)式

の両辺に 1

σ
√

TX
を掛け，(5)式のように書き換える．

Ĉk=Ĉk−1 + μK(x̂k−1 − x̂k)
2 − ξkx̂k/

√
K (5)

ただし，Ĉk =
1

σ
√
TX

Ck, x̂k = xk/X, μ =
ηX/T

σ
√
T

.

以上の標準化により，必要なパラメータは K と μの
みとなる．ここで，μはマーケット・パワーと呼ばれ
るパラメータを表す．均等配分で執行したときのマー
ケット・インパクトを満期までのボラティリティで除
した値であり，取引主体である機関投資家のマーケッ
トにおける影響力を表すものといえる．また，以降は
標準化した問題のみを取り扱うので，記号の上のハッ

4 (4) 式では，第 3 項のタイミング・リスクの符号がマイナ
スとなっている．これは，ξk < 0 のときに株価が下落し，リ
スクが顕在化するからである．

ト記号 (̂) を除外した形式で記載する．標準化された累
計執行コスト CK は (5)式より (6)式で計算できる．

CK=
K∑

k=1

μK(xk−1 − xk)
2 −

K−1∑
k=1

ξkxk/
√
K (6)

2.4 問題の定式化
最終時点の累計執行コストがあるターゲット・コス

ト CG の水準を上回ることをリスクと考え，その平均
値（1次の LPM）をリスク尺度として用いる．最終時
点までの期待累計執行コスト (CK)と累計執行コスト
の 1次の LPM( LPM(CK))の加重和を目的関数とし，
これを最小化する最適執行戦略問題は以下のように定
式化することができる5．ここで，γ はリスク回避係数
を表し，決定変数は時点 k での残存注文量 xk である．

最小化： z ≡ CK + γ · LPM(CK)

制約： 1 ≥ x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xK−1 ≥ 0 (7)

CK が正規分布に従うとき，ターゲットコスト CG に
対する LPMは (9)式のように計算できる．

LPM(CK)=

∫ ∞

CG

(CK − CG)f(CK)dCK (8)

=
{
GΦ(G) + φ(G)

}
σC (9)

ここで，f(·)は正規分布の確率密度関数，G = CK−CG
σC

で，φ(·), Φ(·) はそれぞれ標準正規分布の確率密度関
数，分布関数を表す．また，CK , σC はそれぞれ CK

の期待値と標準偏差を表し，以下のように計算できる．

CK =
K∑

k=1

μK(xk−1 − xk)
2, σ2

C =
1

K

K−1∑
k=1

x2
k

2.5 N1モデル
状態に依存しない意思決定を行う多期間最適化モデ

ルとしてシミュレーション型モデル（枇々木 [13]，N1モ
デルと呼ぶ）がある．本項では，2.4 節で示した問題
を N1モデルで解き，最適解を導出する．この問題を
解析的に解くことは難しいが，(9) 式を用いると短時
間で数値解を得ることができる．表 2に K = 6 の四
つのケースに対する数値解を示す．

5 ほかに実務的な制約として，取引量に関する上限制約など
が考えられる．
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表 2 数値解

基本ケース ケース 1 ケース 2 ケース 3

γ 1 5 1 1

μ 0.1 0.1 0.2 0.1

CG 0.1 0.1 0.1 0.2

x1 0.7226 0.6113 0.7796 0.7187

x2 0.5116 0.3707 0.5898 0.5064

x3 0.3475 0.2199 0.4232 0.3426

x4 0.2154 0.1224 0.2732 0.2116

x5 0.1030 0.0546 0.1340 0.1010

CK 0.1135 0.1493 0.2066 0.1144

LPM 0.1665 0.1500 0.2387 0.1192

z 0.2800 0.8991 0.4454 0.2336

z（均等） 0.3013 1.1065 0.4672 0.2672

γ = 0の場合には解析解を得ることが可能で，xk =

1− k
K
となり，単純な均等配分 (xk−1 − xk = 1

K
)が

最適解となる．γ > 0 の場合，タイミング・リスクを
考慮するために，均等配分戦略に比べて残存注文量は
小さくなる．各ケースを基本ケース，均等配分戦略と
比べると，以下の結果が得られる．

（ケース 1）γ が大きくなると，タイミング・リスクを
考慮するために，基本ケースに比べて残存注文量は
小さくなる．γ = 0 で均等配分戦略になる．

（ケース 2）μが大きくなると，マーケット・インパク
トを考慮するために，基本ケースに比べて残存注文
量は大きくなる．μ → ∞ で均等配分戦略になる．

（ケース 3）γ = 1, μ = 0.1 の場合に残存注文量が最小
となる CGを計算すると，CG = 0.38 であり，その値
から離れるほど残存注文量が大きくなる．CG → ∞，
もしくは CG → −∞ の場合，累計執行コストのみ
で評価することになるので，均等配分戦略になる．

表 2の最下行（z（均等））に均等配分戦略の目的関数
値を示す．N1 モデルは，均等配分戦略に比べてより
よい解を導くことができることがわかる．しかし，一
般的には意思決定は状態に依存するので，シミュレー
ション・パスを用いた確率計画モデルを用いて，解を
求める必要がある．3 節以降，確率計画モデルである
混合型モデル，および区分線形モデルを用いた最適執
行戦略について議論する．

3. 混合型モデル

3.1 概要
混合型モデルは，シミュレーション・パスにより不

確実性を表現し，各時点のパス（状態）をグルーピン
グしたノードごとにある程度，状態に依存した意思決

図 1 格子型構造における取引量

定を可能にしたモデルである．最適執行戦略問題では，
株価変動やそれまでの自身の注文によって変化する累
計執行コストを各時点で考慮して，グルーピングを行
い，意思決定を行う．
本研究では，取引後の残存注文量を決定変数として

モデル化する．これは，3.4 節で示すように累計執行
コストと残存注文量に関係性を見いだすことができた
からである6．パス j の時点 k での残存注文量を x

(j)
k

とすると，期間 kの取引量は x
(j)
k−1 − x

(j)
k と記述でき

る．時点 k − 1 のノード sで決定される時点 k での
残存注文量を ys

k とし，パス j が時点 k − 1 でノード
s に含まれるならば，x(j)

k = ys
k と記述できる．混合型

モデルのノード構造として，格子型構造7を用いる場合
の取引量の具体例を図 1に示す．以降，ノード数（区
分領域数）が S の混合型モデルを NS モデルと呼ぶ．

3.2 定式化
2.4 節で示したモデルに基づき，定式化およびそれ

に用いる記号を以下に示す．
パラメータ
J : パス数（以降，煩雑さを避けるために，(j =

1, . . . , J)の記述は省略する）
K : 注文執行を行う期間数 (k = 1, . . . ,K)

ξ
(j)
k : パス j，期間 kの株価変化量 (k = 1, . . . ,K − 1)

S : 各時点のノード（区分領域）数 (s = 1, . . . , S)

μ : マーケット・パワー
γ : リスク回避係数
CG : ターゲット・コスト

6 ある時点の残存注文量は，その 1時点前の残存注文量にも
依存する可能性はある．紙面の都合上省略するが，分析の結
果，その影響は小さいことがわかったため，1 時点前の累計
執行コストのみに依存する関数として記述する．
7 ノード分けの構造にはツリー型構造と格子型構造が存在す
る．最適執行戦略の問題は一般的に期間数が多いため，本研
究では格子型構造を採用する．
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決定変数
x1 : 時点 0で決定される時点 1での残存注文量
ys
k : 時点 k− 1のノード sで決定される時点 kでの残
存注文量 (s = 1, . . . , S; k = 2, . . . ,K − 1)

q(j) : パス j の最終時点の累計執行コストがCG を上
回る場合の偏差

中間変数
x
(j)
k : パス j，時点 kでの残存注文量 (k = 2, . . . ,K−1)

C
(j)
k : パス j，時点 k までの累計執行コスト (k =

1, . . . ,K)

LPM(CK) : 1次の下方部分積率
定式化

最小化 1

J

J∑
j=1

C
(j)
K + γ · LPM(CK) (10)

制約
C

(j)
1 = μK(1− x1)

2 − x1ξ
(j)
1 /

√
K (11)

C
(j)
2 = μK(x1 − x

(j)
2 )2 − x

(j)
2 ξ

(j)
2 /

√
K + C

(j)
1 (12)

C
(j)
k = μK(x

(j)
k−1 − x

(j)
k )2 − x

(j)
k ξ

(j)
k /

√
K + C

(j)
k−1

(k = 3, . . . , K − 1) (13)

C
(j)
K = μK(x

(j)
K−1)

2 + C
(j)
K−1 (14)

C
(j)
K − q(j) ≤ CG (15)

LPM(CK) =
1

J

J∑
j=1

q(j) (16)

q(j) ≥ 0 (17)

x
(j)
2 ≤ x1 ≤ 1 (18)

x
(j)
k ≤ x

(j)
k−1 (k = 3, . . . ,K − 1) (19)

x
(j)
K−1 ≥ 0 (20)

(11)～(14)式は累計執行コストの計算式，(15)～(17)

式は LPMの計算式，(18)～(20)式は空買い禁止制約
を表す．パス j の残存注文量 x

(j)
k は，時点 k − 1 ま

での累計執行コストの大きさに応じて，(21)式のよう
に決定される．

x
(j)
k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1
k (C

(j)
k−1 ≤ θ1k−1)

ys
k (θs−1

k−1 ≤ C
(j)
k−1 ≤ θsk−1,

s = 2, . . . , S − 1)

yS
k (C

(j)
k−1 ≥ θS−1

k−1 )

(k = 2, . . . ,K − 1) (21)

ここで，θsk−1 は領域（ノード）を分ける累計執行コス
トの分割点を表す．累計執行コストは残存注文量の関
数であるため，パスの集合を同時に決定する非凸非線

形計画問題となり，この問題を解くのは難しい．
3.3 反復アルゴリズム
この問題を解くために，Hibiki [7]の方法を適用し，

反復的に得られる累計執行コストをパラメータとして
利用することで，近似解を得るためのアルゴリズムを示
す．問題を解く具体的な手順は以下のとおりである．

（手順 1）N1モデルで問題を解く（1回目）．m = 2と
する．

（手順 2）m− 1回目の計算によって得られた累計執行
コスト C

(j)∗
k(m−1)

と θs∗k−1(m−1) を用いて残存注文量
を (21)式のように各ノードに割り当て，NS モデル
で問題を解く（m回目）8．

（手順 3）得られた目的関数値・最適解とそれぞれの
m − 1 回目の値の差が許容範囲内であれば，終了
する．さもなければ，m → m+ 1 とし，手順 2 に
戻る．

3.4 状態依存関数の形状の推定
ノード数が多い混合型モデルで分析を行い，状態依存

関数の形状を推定する．累計執行コストの水準と残存注
文量の関係性を調べるために，J = 50,000（本），K = 6

（期間），S = 25（ノード）の設定で，表 2の 4ケースに
ついて分析を行う．各ノードのパス数は J/S = 2,000

（本）である．各時点の累計執行コスト Ck−1 と残存
注文量 xk の関係を図 2に示す9．
図 2より最適解となる残存注文量は，どのケースも

ある累計執行コストの水準（区分中心点）を境に，SB

型の形状となることが確認できる．目的関数に下方リ
スク尺度を含む多期間ポートフォリオ最適化問題でも，
最適解となる投資比率が富の水準に対してV字の形状
となる結果が確認されており，区分中心点の近くにお
いては同様の結果が得られている．
SB 型の形状を累計執行コストの大きさで四つの領

域に分けて，その形状となる理由を説明する．

［領域A：区分中心点以下で累計執行コストにかかわ
らず残存注文量が同じ部分］累計執行コストが小さ
い（区分中心点から離れる）ほど，最終時点でも下方
リスクが発生する可能性が低くなり，期待値のみで
評価されるようになる．目的関数値が累計執行コス

8 問題を解いた結果得られた C
(j)∗
k(m)

が，パラメータとして

用いた C
(j)∗
k(m−1)

と同じ値になれば，パスの集合も同時に決
定するもとの問題を解けたことになる．ただし，実際には難
しいので，手順 3 のような終了条件を設定する．
9 時点 1の残存注文量 x1 はパスに依存せずに，時点 0の累
計執行コストはゼロ (C0 = 0) であるので，0 の値のところ
にプロットされている．
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図 2 累計執行コストと残存注文量の関係

トの期待値の場合，最適解はコストの大きさにかか
わらず一定となる（関数の形状はフラットになる）．

［領域 B：区分中心点以下で，累計執行コストの増加に
つれて残存注文量が小さくなる部分］累計執行コス
トが区分中心点に近づくにつれ，リスク発生の可能
性が高まる．コントロールが難しいタイミング・リ
スクの増加を防ぐため，ある程度のマーケット・イ
ンパクトを許容して，積極的に注文量を増やす（残
存注文量が小さくなる）．

［領域 C：区分中心点以上で，累計執行コストの増加に
つれて残存注文量が大きくなる部分］累計執行コス
トが区分中心点より大きい場合，平均的には最終時
点でリスクが発生する可能性が高い．そこで，区分
中心点から大きく離れるにつれ，アップサイドへの
株価変動による累計執行コストの回復（減少）を目
指して，残存注文量を多くする戦略をとる．

［領域D：区分中心点以上で累計執行コストにかかわ
らず残存注文量が同じ部分］累計執行コストが大きい
（区分中心点から離れる）ほど，最終時点でのリスク
発生の可能性が大きく，LPM(CK) = E[max(CK −
CG, 0)] ≈ E(CK)−CG となり，目的関数は期待値
で評価されるようになる．したがって，領域 Aと同
様に関数の形状はフラットになる．

その他の特徴を以下にまとめる．

1. γ = 1 では，領域 Aと領域 Dの残存注文量の大き

さはほぼ同じであるが，γ が大きくなると，領域 D

の残存注文量は領域 A よりも大きくなる．この理
由は，多くの残存注文量を残して積極的にタイミン
グ・リスクを取り，執行コストをできるだけ小さく
するためである．

2. γ が大きくなると，タイミング・リスクを回避する
ため，残存注文量は全体的に小さくなるだけでなく，
区分中心点においても，より小さくなる．

3. μ が大きくなると，マーケット・インパクトのほう
がタイミング・リスクに比べて相対的に大きくなる
ため，それを回避するために残存注文量は大きくな
る．一方，期待累計執行コストの影響が相対的に大
きくなるので，形状はフラットに近くなる．

4. 残存注文量に対して γ と μ は反対の影響を与える．

5. CG が大きくなると，相対的にリスクを取れるので，
累計執行コストの区分中心点も大きくなる．

6. 時間経過とともに累計執行コストの区分中心点は大
きくなる．xK−1 の区分中心点は CG の値に近い
が，γ が大きくなると，早い時点の区分中心点はよ
り小さくなる．この理由は，執行コストがターゲッ
ト・コストを上回るリスクを小さくするためである．

7. 時間経過とともに形状はフラットから V 字の大き
い SB型となり，最終時点に近づくにつれて，再び
フラットに近くなる．早い時点ではアップサイドへ
の株価変動を期待し，区分中心点での残存注文量を
多くして積極的にタイミング・リスクを許容するが，
マーケット・インパクトとのバランスを考えて，徐々
に区分中心点での残存注文量を減らしていく．ただ
し，最終時点での残存注文量は 0になるので，徐々
にフラットになっていく．

4. 区分線形モデル

4.1 概要
ノード数が多い混合型モデルを用いた分析の結果，時

点 k − 1までの累計執行コストに対し，時点 kの残存
注文量が SB型の形状で表すことができることを見い
だした．しかし，混合型モデルは意思決定を状態変数
の階段関数で想定するため，ノード数が少ない場合に
は SB型の形状をうまく記述できない．その一方，SB

型の形状を記述するためにノード数を多くすると計算
負荷が大きくなるという問題点が生じる．そこで，本
研究では混合型モデルを修正し，SB型の形状を関数と
して表現した区分線形モデルを構築する．累計執行コ
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図 3 さまざまな γ に対する区分中心点の関係

ストの変化に対して残存注文量を階段状ではなく，区
分線形的に変化させて，最適な執行戦略を導出できる
とともに，精度を保ちながら区分数を減らして計算負
荷を小さく抑えることが期待できる．
時点 k − 1までの累計執行コストの区分中心点はお

およそターゲットコスト CG から，以下に示す時点 k

以降に発生する期待累計執行コスト Ak とリスク調整
項 Bk を引いた値となることを確認した．これは，時
点ごとのリスク調整済みターゲット・コストを表す．γ

が大きくなると，Bk も大きくなるので，Bk をリスク
調整項と呼ぶ．詳細は付録 Aを参照されたい．Ak と
Bk を求める具体的な計算式は以下のとおりである．

Ak=C
∗
K − C

∗
k−1 (k = 2, . . . ,K − 1) (22)

ただし，C∗
k =

1

J

J∑
j=1

C
(j)∗
k

Bk=bkx
min
k u (k = 2, . . . ,K − 1) (23)

bk =
1

xmin
k

√
K

√√√√K−1∑
t=k

(xmin
t )2 (24)

u =
φ(u)

1 + 1/γ − Φ(u)
(25)

ここで，xmin
k は区分中心点における残存注文量であ

る．u は (25)式を満たす値を数値計算で求める．区分
中心点 (Ck−1(x

min
k ))を縦軸，CG−Ak−Bk を横軸と

して，6種類の γ に対して，6期間の混合型 N25モデ
ルによって得られた値（γ ごとに k = 2, . . . , 5の 4点）
の関係を図 3に示す．
各点が 45度線上にプロットされており，近い値が得

られていることがわかる．また，紙面の都合で省略し
たが，μ や CG を変えても同様の結果が得られた．し
たがって，CG −Ak −Bk を累計執行コストの区分中
心点としてモデルを構築する．

図 4 区分線形モデルと混合型モデル

4.2 定式化
四つの領域に区分した場合の区分点の数は 3個であ

るが，一般化して図 4の左図のように各区分点に対す
る残存注文量を決定変数として，関数を記述する．右
図は (21)式を図示したものである．以降，区分領域数
が S（区分点は S−1個）の区分線形モデルを PSモデ
ルと呼ぶ．図 4は P6モデル，N6モデルの例である．
パス j の残存注文量 x

(j)
k は，時点 k − 1 までの累

計執行コストに応じて，(26)式のように決定される．

x
(j)
k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1
k

(
C

(j)
k−1 ≤ θ1k−1

)
(
1− α

(j)
k

)
ys−1
k + α

(j)
k ys

k(
θs−1
k−1 ≤ C

(j)
k−1 ≤ θsk−1,

s = 2, . . . , S − 1
)

yS−1
k

(
C

(j)
k−1 ≥ θS−1

k−1

)
(k = 2, . . . ,K − 1) (26)

ここで，

α
(j)
k =

C
(j)
k−1 − θs−1

k−1

θsk−1 − θs−1
k−1

, (k = 2, . . . ,K − 1)

である．混合型モデルと区分線形モデルの定式化上の
違いは，残存注文量の x

(j)
k を表す式が異なるだけであ

る．混合型モデルと同様に，4.3 節で示す反復アルゴ
リズムを用いて問題を解くことができる．時点 2以降
の各時点の残存注文量に関する決定変数の数は区分点
の数と同じで S − 1 個である．区分線形モデルは少な
い区分領域数でも滑らかに残存注文量を変化させるこ
とによって，小さい規模の問題で同等の結果を得るこ
とが期待できる．

4.3 反復アルゴリズム
混合型モデルと同様に，反復的に問題を解く．3.3 節

の手順と異なる手順 2のみ，以下に示す．
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（手順 2）m− 1回目の計算によって得られた累計執行
コストC

(j)∗
k−1(m−1) と α

(j)∗
k(m−1), θ

s∗
k−1(m−1) を用いて

残存注文量を (26)式のように時点 k のパス j に割
り当て，区分線形モデルで問題を解く（m回目）10．

5. 数値分析

数値分析を通して，区分線形モデルの最適解の特徴
を明らかにする．まずはじめに，基本ケースに対して
異なる区分領域数に対する問題を解き，混合型モデル
との比較も含め，分析結果を示す．さらに，パラメータ
μ と γ に対する感度分析や期間数 K に関する分析を
行う．計算機は Hewlett Packard, HPE-390jp, Core

i7-930, 2.80GHz, 24GB メモリを用い，数理計画ソ
フトウェアは Numerical Optimizer Ver.16.1（（株）
NTTデータ数理システム社）を用いる．

5.1 基本設定
基本ケースのパラメータ γ = 1, μ = 0.1, CG = 0.1

（表 2の基本ケースと同じ），J = 50,000, K = 6

反復計算の回数 混合型モデル，区分線形モデルとも
に，N1モデル（2.5 節）で問題を解いた後，3回反復
計算を行うと，目的関数値・最適解は十分収束するこ
とが確認された．
区分方法 区分領域数は各時点ですべて同一とし，9種
類 (S = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 16, 20, 24)設定し，以下の
方法で区分を行う．

• 混合型モデル：各領域のパス数は同一とする（J/S

が整数でない場合には調整する）．

• 区分線形モデル：CG −Ak −Bk を区分中心点とし，
それを境に区分領域数を対称にする．区分領域数は
両端のフラット部分（領域A，領域D）に含まれるパ
ス数はそれぞれαJ（例：α = 0.04 のとき，2,000本）
とし，それ以外のパスを区分中心点で分割した後の
各領域のパス数は同一とする．ただし，S = 2 の場
合には両端のフラット部分がないV字型（領域Bと
Cのみ）とする．

5.2 基本分析
表 2の基本ケースとケース 1に対し，区分線形モデ

ルで問題を解いたときの最適残存注文量を図 5に示す．
混合型モデル (S = 25)に対する図 2の上 2枚と比較
すると，ほぼ同じ結果が得られることがわかる．

10m−1回目の最適解 xmin∗
k(m−1)

を用いて (24)式で b∗
k(m−1)

を求める．(22) 式で A∗
k(m−1)

, (23) 式で B∗
k(m−1)

を計
算し，区分中心点 CG − A∗

k(m−1)
− B∗

k(m−1)
を求める．

図 4（左）の区分中心点の値は θ3k−1 に相当する．

図 5 最適残存注文量

図 6 目的関数値

区分領域数 S を変えたときの目的関数値の推移を
図 6に示す．S = 1 は N1モデルを表す．S が大きく
なるにつれて目的関数値は小さくなるが，徐々にその
差は小さくなり，区分線形モデルは少ない区分領域数
でも目的関数は小さくなりやすいことがわかる．この
結果，区分線形モデルは混合型モデルに比べて，決定変
数の少ない規模の小さい問題を解けばよく，目的関数
値がほぼ同じである P6 モデルと N16モデル，P8 モ
デルと N24 モデルを比較すると，計算時間は約 35％
に減らすことができる11．

5.3 両端フラット部分の区分点の分析
領域 Aと B，領域 Cと Dのそれぞれの適切な区分

点は区分領域数によって，影響を受ける可能性がある．
そこで，P4, P6, P8 モデルに対して，異なる αを設
定して問題を解いた場合の目的関数値を図 7 に示す．
区分領域数が少ない P4 モデルでは α = 0.12 のとき
が最も小さいが，P6, P8モデルでは α = 0.04 のとき

11累計執行コストに依存しない N1 モデルは 0.1 秒以下で問
題を解くことができる．N1モデルと P24モデルの目的関数
値を比べると，その差は 0.002519 であり，N1モデルの目的
関数値の 0.9％に過ぎない．目的関数値の減少に比べて，累
計執行コストに依存するモデルの計算時間の割合は大きいが，
本研究では，状態（累計執行コスト）に依存するモデルを用
いることによるコスト削減効果を重視し，N1 モデルを除い
て計算時間を議論する．
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図 7 α と目的関数値の関係

図 8 さまざまな γ に対する残存注文量の傾き

が最も小さい．ただし，P4モデルの場合の α = 0.04

と α = 0.12 の目的関数値の差は小さく，0.000086 で
ある．そこで，以降も基本設定値である α = 0.04 で
問題を解くことにする．

5.4 感度分析
注文量が非常に大きい場合や，流動性が低くマーケッ

ト・インパクトが大きく発生しやすい場合は，マーケッ
ト・パワー μは大きくなる．また，累計執行コストが
CGを超過することを機関投資家が避けたい場合，その
度合いに応じてリスク回避係数 γは大きくなる．P6モ
デルを用いて，μ, γ に対する感度分析を行う．
(1) γ に対する感度分析
図 5で示したように，γ が大きくなると，残存注文

量の水準は小さくなる．これはタイミング・リスク（価
格変動）による執行コストの不確実性を回避するため
である．次に，領域 Bの傾き

(
y3∗
k −y1∗

k

θ3∗
k−1

−θ1∗
k−1

)
と領域 C

の傾き
(

y5∗
k −y3∗

k

θ5∗
k−1

−θ3∗
k−1

)
を図 8に示す12．

γ が大きくなるにつれて，傾きの絶対値は大きくな
る傾向にある．この理由は大きい γ に対しては区分中
心点で残存注文量を小さくし，タイミング・リスクを
回避するためである．

12傾きを表す記号は，図 4 の左図を参照されたい．

図 9 さまざまな μ に対する残存注文量の傾き

図 10 さまざまな期間数に対する計算時間と目的関数値
の差

(2) μ に対する感度分析
紙面の都合上省略するが，μ が大きくなると，マー

ケット・インパクトを避けるために残存注文量の水準
は大きくなる．次に，領域 B と C の傾きを図 9 に
示す．
μ が大きくなるにつれて，傾きの絶対値は小さくな

る．この理由は，期待累計執行コストが大きくなるこ
とによって，相対的にリスクに対するウェイトが下が
り，形状がフラットに近くなるからである．

5.5 さまざまな期間数に対する分析
これまでは，最適解の特徴を把握するために期間数

が少ない K = 6 で分析を行った．初期時点を取引所
の開始時刻，最終時点を終了時刻とし，東京証券取引所
で取引を行うことを想定した場合，立会時間は計 5時
間であるため，15 分間隔で意思決定を行うためには，
K = 20 と設定する必要がある．そこで，8 種類の期
間数 (K = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15, 20) に対して，混合型
モデル (N16, N24) と区分線形モデル (P6, P8, P10)

で問題を解き，期間数の差による影響を調べる．期間
数が多くなると，問題規模が大きくなるため計算時間
がかかる．混合型モデル (N16, N24)と区分線形モデ
ル (P6, P8, P10) に対する計算時間を図 10（左）に
示す．
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図 11 K = 10，K = 20 に対する残存注文量

K = 20 のとき，混合型モデルは 343 分 (N16)，
530分 (N24)と極めて長い計算時間がかかる．それに
対し，区分線形モデルは 115 分 (P6)，129 分 (P8)，
170 分 (P10) である．図 10（右）は混合型モデルか
ら区分線形モデルの目的関数値を引いた値を示す．期
間数が多くなるにつれて，その差は徐々に大きくな
り，区分線形モデルのほうが優位になることがわか
る．ただ，数値を見ると僅差のため，目的関数値の違
いはほとんどないと考えてよい．したがって，区分線
形モデルは混合型モデルに比べて，ほぼ同じ精度で計
算時間を劇的に短くできていることがわかる．機関投
資家はこれ以上に短い間隔で執行することもありえ
るため，仮に前日のマーケット・データを用いて各
種パラメータを推定し，当日の取引開始時刻までに
解を求める必要がある場合，ノード数が多い混合型
モデルでは計算負荷が大きく，期限までの求解が難
しい可能性がある．そのため，同じ精度で問題規模
を小さくすることによって短い計算時間で求解でき
る区分線形モデルは実用性の高いモデルであるとい
える．
K = 10，K = 20 の P6モデルで問題を解いたとき

の残存注文量を図 11に示す．
20期間モデル（右図）の実線が 10期間モデル（左

図）と同じ意思決定時点である．期間数を変えても同
じ時点であれば，ほぼ同じ意思決定をすることがわか
る．ただし，形状を見ると領域 A と D の残存注文量
はほぼ同じであるが，区分中心点の残存注文量は 20期
間モデルのほうが大きく，フラットに近い．これは期
間数が少ないときに比べて，タイミング・リスクを気
にしないで意思決定できるためである．
期間数が多くなるほど累計執行コストに対する残存

注文量の形状はフラットに近くなる．そこで，残存注
文量が累計執行コストに依存しない N1モデルとの目
的関数の差（N1モデル − 各モデル）を図 12 で確認

図 12 N1 モデルとの目的関数値の差

しよう．混合型モデル，区分線形モデルともに K = 6

のとき，目的関数の差は最も大きく，期間数が多くな
るほどその差は小さくなり，N1 モデルに近くなるこ
とが確認できる．一方，形状と時間経過との関係を見
ると，初期時点と最終時点に近づくほどフラットに近
い．したがって，期間数が少ないとその影響が出てく
るため，N1モデルに近くなる．

6. おわりに

本研究では，最適執行戦略問題においてリスク尺度
を 1次の LPMとする多期間確率計画モデルを提案し
た．混合型モデルを用いて，最適残存注文量が累計執
行コストに依存することを示し，さらに理論的な解析
モデルから得られた知見を応用して，最適解の特徴を
表現できる区分線形モデルを提案した．さまざまな数
値分析を通じて，モデルの特徴を確認することができ
た．さらに，区分線形モデルを用いることによって，混
合型モデルとほぼ同様の最適解を得ることができると
ともに，問題の規模を小さくすることによって大幅に
計算時間を削減することができた．
今後の課題としては，実際のマーケット・データを

用いた分析が挙げられる．取引間隔を短くすると期間
数が増加するため，その点を考慮したモデル化も必要
となるだろう．
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付録 A. 区分中心点を導出する解析モデル

4節で取り扱う問題よりも期間の設定や制約などに
関して限定的な条件のもとで問題を解析的に取り扱い，
区分中心点に相当する累計執行コストを導出する方法
を検討する．Ck−1, xk−1 を所与とし，時点 k以降の残
存注文量 xt (t = k, . . . , K − 1) を用いると，CK とそ
の期待値 CK，分散 σ2

C は (27)～(29)式で記述できる．

CK=CK −
K−1∑
t=k

xtξt/
√
K (27)

CK=Ck−1 + μK

{
K−1∑
t=k

(xt−1 − xt)
2 + x2

K−1

}

(28)

σ2
C=

1

K

K−1∑
t=k

x2
t (29)

時点 k 以降の時点 tの残存注文量 xt を xk の bkt 倍
(xt = bktxk) と仮定すると13，

σC = bkxk, ただし，bk =

√√√√ 1

K

K−1∑
t=k

b2kt

となる．(28)式は以下のように書き直すことができる．

CK=Ck−1 + μK
{
(xk−1 − xk)

2 + βx2
k

}
(30)

ただし，β =
K−2∑
t=k

(bkt − bk,t+1)
2 + b2k,K−1

さらに，q = CG −CK , u = q
σC

, ξ =
∑K−1

t=k bktξt と
すると，

CK=CK − σCξ

LPM[CK ]=E[max(CK − CG, 0)]

=σCφ(u) + q (Φ(u)− 1)

と記述できるので，目的関数を f(xk) とすると

f(xk)=CK + γLPM[CK ]

=CG +
{
γΦ(u)− (1 + γ)

}
q + γσCφ(u)

となる．f ′(xk) = 0 とおき，目的関数が最小となる
xk を求めると，以下の (31)式が得られる．

xk−1

1 + β
− xk =

bh(u)

2μK(1 + β)
(31)

ただし，h(u) = φ(u)

1 + 1/γ − Φ(u)

(31) 式は xk−1, xk, Ck−1 の関係を表す式である．
解析的には解けないが，xk−1 を所与として，累計執
行コスト Ck−1 に依存した xk を数値的に求めること
ができる．(31)式を用いてさまざまな累計執行コスト
に対する xk を求めると，図 13 のような関係が得ら
れる．
(31) 式は図 13 の xk が最小となる点においても成

り立つ．区分線形モデルにおける区分中心点とは xk

が最小となる点であるので，(31)式を満たしつつ，xk

13(31) 式は xk−1 を所与としたときの xk との関係であり，
この仮定で想定する xk と時点 k 以降の xt の関係とは異な
るが，全期間で考えると整合的とは言いがたい．複雑さを避
けるためにこの仮定は許容されると考えられるが，この改善
は今後の課題としたい．
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図 13 xk−1 を所与としたときの Ck−1 と xk の関係

を最小化する (C∗
k−1, x

∗
k) を求める問題を解くことに

よって近似的に区分中心点を求める．ただし，区分線
形モデルに応用するためにこの問題を次の手順で解く．
(31)式の左辺を最大化して xk を最小化する代わりに，
右辺の h(u) を最大化して u∗ を求め，x∗

k を (31) 式
で計算する．u∗ は x∗

k と C∗
k−1 の関数なので，C∗

k−1

を u∗ と x∗
k から計算すれば，事後的に (31)式は満た

される．具体的には以下のとおりである．

(1) h(u) が最大となる u を求めるために，h′(u) = 0

とおく．解は u = h(u) を満たす u∗ であり，数
値計算で求める．解は γ にのみ依存する．

(2) (31)式を書き直し，u∗ を代入して，(32)式で x∗
k

を計算する．

x∗
k =

1

1 + β

(
xk−1 − bku

∗

2μK

)
(32)

(3) A∗
k = CK −C∗

k−1 と定義すると，CK = CG− q∗,

q∗ = σ∗
Cu

∗ = bkx
∗
ku

∗ であるので，C∗
k−1 は以下

のように計算できる．

C∗
k−1=CG − A∗

k − bkx
∗
ku

∗ (33)

(33)式を区分線形モデルに応用し，4.1 節で示した
方法で区分中心点に相当する時点 k(k = 2, . . . ,K−1)

の累計執行コストを計算する．
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