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1. はじめに

劣モジュラ関数 (submodular function)とは，{0, 1}n
上の関数 f で，任意の x, y ∈ {0, 1}n に対して以下の
不等式を満たすものである．

f(x) + f(y) ≥ f(x ∧ y) + f(x ∨ y).1

また，k-劣モジュラ関数 (k-submodular function) [1]

とは，[0, k]n 上2の関数 f で，任意の x, y ∈ [0, k]n に
対して以下の不等式を満たすものである．

f(x) + f(y) ≥ f(x � y) + f(x � y).3

劣モジュラ関数と k-劣モジュラ関数は，多項式時間可
解性との密接な関わりや応用範囲の広さの面で，離散
最適化問題の中で重要な関数クラスと位置づけられて
いる．本論文では，劣モジュラ関数や k-劣モジュラ関
数最小化問題をより高速に解く手段であるネットワー
ク表現と，k-劣モジュラ関数のさらなる応用手段であ
る k-劣モジュラ緩和についての研究を行った．

2. ネットワーク表現

関数 f : {0, 1}n → Qに対し，以下の性質を満たす
非負枝容量付き有向グラフ G = (V,E)と定数 κ ∈ Q

1 ∧,∨ は，x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈
{0, 1}n に対して，

(x ∧ y)i :=

{
1 if xi = yi = 1,

0 otherwise,

(x ∨ y)i :=

{
1 if xi = 1 or yi = 1,

0 if xi = yi = 0

と定義される二項演算子である．
2 [k] := {1, 2, . . . , k}, [0, k] := [k] ∪ {0} と定義する．
3 �,� は，x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈
[0, k]n に対して，

(x � y)i :=

{
xi if xi = yi,

0 if xi �= yi,

(x � y)i :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
yi (resp. xi) if xi = 0 (resp. yi = 0),

xi if xi = yi,

0 if 0 �= xi �= yi �= 0

と定義される二項演算子である．

が存在するとき，f はネットワーク表現可能であると
いう．
・V ⊇ {s, t, 1, . . . , n}.
・任意の x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n に対して，
f(x) = min{C(X) | X: s-t cut, X(i) = xi

for i ∈ [n]} + κ.

この定義は，Kolmogorov and Zabih [2]による．ネッ
トワーク表現可能であるのは劣モジュラ関数のみだが，
ある 4 変数劣モジュラ関数がネットワーク表現不可
能であることが，Živný et al. [3] によって示された．
表現不可能性を示す際に，VCSP (Valued Constraint

Satisfaction Problem) と呼ばれる分野で用いられて
いる代数的な手法を使っている．劣モジュラ関数だけ
でなく，k-劣モジュラ関数をネットワーク表現する試
みが，石井 [4]や，Iwata et al. [5]によって行われて
いる．しかし，その定義は確立されているとはいえず，
VCSPの理論が使えない枠組みとなっていた．そこで，
本研究で一般の有限集合Dn 上の関数に対するネット
ワーク表現性の定義を確立した．この定義は，VCSP

の理論が使える統一的なものとなっている．以下では
定義の拡張を行う．
関数 f : Dn → Q と k ∈ Z++, ρ : {0, 1}k →

{0, 1}k, σ : D → {0, 1}k に対し，以下の性質を満たす
非負枝容量付き有向グラフ G = (V,E)と定数 κ ∈ Q

が存在するとき，f は (k, ρ, σ)-ネットワーク表現可能
であるという．
・V ⊇ {s, t} ∪ {il | (i, l) ∈ [n]× [k]}.
・x = (x1

1, . . . , x
k
1 , . . . , x

1
n, . . . , x

k
n) ∈ {0, 1}knに対

して，

Cmin(x) ≥
Cmin(ρ(x

1
1, . . . , x

k
1), . . . , ρ(x

1
n, . . . , x

k
n))

が成立する．ここで，Cmin : {0, 1}kn → Qは
x �→ min{C(X) | X: s-t cut, X(il) = xl

i

for (i, l) ∈ [n]× [k]}
と定義される関数である．

・任意の y = (y1, . . . , yn) ∈ Dn に対して，
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f(y) = Cmin(σ(y1), . . . , σ(yn)) + κ.

Kolmogorov and Zabihによるネットワーク表現性の
定義は，(1, id, id)-ネットワーク表現性と等価である．
双劣モジュラ関数 (k = 2) に対する石井によるネッ
トワーク表現性の定義と，Iwata et al. によるネット
ワーク表現性の定義は，ρk : {0, 1}k → {0, 1}k, σk :

[0, k] → {0, 1}k を

ρk(x) :=

⎧⎨
⎩x if |{i | xi = 1}| = 1,

(0, . . . , 0) otherwise,

σk(x) :=

⎧⎨
⎩(0, . . . , 0,

i

1̌, 0, . . . , 0) if x = i ∈ [k],

(0, . . . , 0) if x = 0

としたときの，(k, ρk, σk)-ネットワーク表現性の部分
クラスであるとみなせる．
新たな定義の下でのネットワーク表現可能範囲につ

いて，以下の定理を得た．

定理 1. {0, 1}n 上の関数に対して，(1, id, id)-ネット
ワーク表現不可能かつ，ある k, ρ, σに対して (k, ρ, σ)-

ネットワーク表現可能なものは，単調増加関数もしく
は単調減少関数に限られる．
単調増加関数や単調減少関数の最小化は自明な問題

である．よって，定理 1 より，{0, 1}n 上の関数にお
いては，(1, id, id)-ネットワーク表現性のみを考えれば
十分ということがわかる．
石井の結果より，任意の 2 変数双劣モジュラ関数

は，(2, ρ2, σ2)-ネットワーク表現可能であるといえ，
Iwata et al. の結果より，基本 k-劣モジュラ関数は，
(k, ρk, σk)-ネットワーク表現可能であるといえる．本
研究では，この結果を踏まえて，以下の定理を示した．

定理 2. ある 3変数双劣モジュラ関数は，(2, ρ2, σ2)-

ネットワーク表現不可能．また，ある 2変数 k-劣モジュ
ラ関数 (k ≥ 3)は，(k, ρk, σk)-ネットワーク表現不可能．

3. k-劣モジュラ緩和

[0, k]n 上の関数 g が，[k]n 上の関数 f の k-劣モ
ジュラ緩和 [5, 6]であるとは，g が k-劣モジュラ関数
であって，その定義域を [k]n に制限したときに，関
数として f に一致することをいう．k-劣モジュラ緩
和は，さまざまな NP困難問題の緩和に用いられてお
り，多くの応用をもつ．そこで，[k]n 上の関数 f が

与えられたとき，f が k-劣モジュラ緩和可能かを判定
する問題が自然に生じる．本研究では，k-劣モジュラ
緩和可能な関数の特徴づけや，k-劣モジュラ緩和構成
アルゴリズムに関して，以下の結果を得た．

定理 3. 関数 f : [k]n → Rが k-劣モジュラ緩和可能
であることの必要十分条件は，任意の x, y, z ∈ dom f

に対して，θ(x, y, z) ∈ dom f となることである．

ここで，θ : [k]3 → [k] は以下のように定義される
演算子である．

θ(a, b, c) :=

{
a if a = b,

c if a = b.

定理 4. [k]n 上の関数 f に対して，k-劣モジュラ緩和
可能か否かを判定し，緩和可能であるなら f の k-劣モ
ジュラ緩和を返す，O((kn)2)時間アルゴリズムが存在
する．さらに，f が緩和可能であるとき，そのアルゴ
リズムの出力解 g は以下の性質をもつ．
1. f が整数値関数ならば，g は半整数値関数．
2. f が 2 変数関数であるとき，任意の f の k-劣モ
ジュラ緩和 g′ に対して，

g(x) ≥ g′(x) (x ∈ dom g)

を満たす．

参考文献

[1] A. Huber and V. Kolmogorov, “Towards minimizing
k-submodular functions,” In Proceedings of the 2nd
International Symposium on Combinatorial Optimiza-
tion (ISCO’12), pp. 451–462, Springer, 2012.

[2] V. Kolmogorov and R. Zabih, “What energy func-
tions can be minimized via graph cuts?” IEEE Trans-
action on Pattern Analysis and Machine Intelligence,
26, pp. 147–159, 2004.
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