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双対から齧る Lovászの
サンドイッチ定理

松井　知己

1. はじめに

サンドイッチを一緒に食べませんか？ と言っても，
食べるのは BLT サンド1でもハムサンド2でもありま
せん．本日用意させていただいたのは，Lovász による
サンドイッチ定理です3．
論文 [1]で示された Lovász のサンドイッチ定理は，

グラフのクリーク数と頂点彩色数の間にある「Lovász

数」に関する定理です．本日は，このサンドイッチ定
理を一緒に食べてみましょう．
実はこのサンドイッチ（定理）を齧るには，最初の

一口目に大きな口を開けねばならず，これがなかなか
面倒です．（何を言っているかというと）多くの場合こ
の定理の証明は，グラフの頂点彩色数の下界の導入か
ら始まり，その際 orthonormal representation とい
う概念をまず飲み込まねばなりません．これがちょっ
と大変なのです．そこで本日は，正面から齧るのはや
めて，Lovász のサンドイッチ定理を反対側（双対）か
ら示してみましょう．
最適化の専門家の方へ：要するに何をするの？
本稿では orthonormal representation の概念を導

入「しない」で，最大独立集合問題の半正定値計画緩和
問題の最適値として Lovász 数を導入し，そこからサン
ドイッチ定理を証明します．ちなみに，orthonormal

representation の概念を使わない本稿のストーリーは，
Lovász数と重要な関わりのある Shannon capacity に
ついてまったく触れることができないという欠点をも
ちます．本稿で Lovász 数に興味をもたれた方は，原
論文 [1] やKnuthの包括的な論文 [2]をご覧ください．

2. 最大独立集合問題

さて最初は，最大独立集合問題から始めましょう4．
本稿（全体）で扱う無向グラフをG = (V,E)と書き，
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頂点集合は V = {1, 2, . . . , n} と表します．グラフ G

の独立集合とは，互いに隣接しない頂点の部分集合の
ことです．すなわち，頂点の部分集合 S ⊆ V が独立
集合であるとは，S 中の任意の頂点対間に枝が存在し
ないことです．ただし，空集合も独立集合と呼ぶこと
にします．独立集合のうち，サイズ（要素数）が最大
のものを最大独立集合と呼び，与えられたグラフ Gの
最大独立集合のサイズを α(G)と表します．たとえば
図 1のグラフの最大独立集合のサイズは 5です．
では次に，最大独立集合を求める問題を定式化しま

す．ここでのポイントは，最大独立集合は（従来の定
式化では）離散的な問題なのに，あえて連続最適化問
題として定式化するという点です．与えられたグラフ
の各頂点 p ∈ V に対し，連続変数 y(p)を導入し，以
下のような（連続）非線形計画問題

ISP : max.

(∑
p∈V

y(p)

)2

s. t. y(p)y(q) = 0 (∀{p, q} ∈ E), (1)∑
p∈V

(y(p))2 = 1, (2)

を作ると5，実は次の定理が成り立ちます．

定理 1. 問題 ISPの最適値は α(G)である．

証明．以下の証明では問題 ISPの最適値を z∗ と書き
ます．まず最初に z∗ ≤ α(G)を示しましょう．
問題 ISP の最適解を y∗ = (y∗(1), . . . , y∗(n))� ∈

R
V とします．最適解で非ゼロの値をもつ変数に対

1 ベーコン (bacon)，レタス (lettuce)，トマト (tomato).
2 ハムサンドイッチ定理はストーン・テューキーの定理とも
呼ばれる，測度論における定理です．
3 単に “sandwich theorem” と言うと，日本で「はさみうち
の原理」と呼ばれる定理を指すことが多いようです．
4 サンドイッチ定理の紹介ならば，クリーク数から話を始め
るべきなのかもしれませんが，Lovász 数の導入は最大独立
集合が自然であり，どちらで話を始めるか，悩ましいところ
です．
5 この定式化はたとえば [3] にも書かれています．
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図 1 最大独立集合問題．●印が最大独立集合の頂点

応する頂点集合を S∗ = {p ∈ V | y∗(p) �= 0} と
します．最適解ベクトル y∗ 中の非ゼロ要素の集合
{y∗(p) | p ∈ S∗}の分散の非負性（あるいはコーシー・
シュワルツの不等式）より，∑

p∈S∗(y
∗(p))2

|S∗| −
(∑

p∈S∗ y
∗(p)

|S∗|

)2

≥ 0

が成り立ちます．この不等式と集合 S∗の定義より，問
題 ISPの最適値 z∗ の上界として

z∗=

(∑
p∈V

y∗(p)

)2

=

(∑
p∈S∗

y∗(p)

)2

≤ |S∗|
∑
p∈S∗

(y∗(p))2 = |S∗|
∑
p∈V

(y∗(p))2 = |S∗|

が得られます．上記の最後の等式は，制約 (2)から導か
れます．最適解 y∗ が制約 (1)を満たすことより，S∗

はグラフ Gの独立集合であり，z∗ ≤ |S∗| ≤ α(G)が
得られます．
次に z∗ ≥ α(G)を示しましょう．グラフ Gの最大

独立集合（の一つ）を T ∗ とし，ベクトル ỹ ∈ R
V を

ỹ(p) =

⎧⎨⎩
1√
|T∗| (∀p ∈ T ∗),

0 (∀p �∈ T ∗),

と定義します．集合 T ∗が独立集合であることから，ベ
クトル ỹ は制約 (1)を満たします．さらに

∑
p∈V

(ỹ(p))2 = |T ∗|
(

1√|T ∗|

)2

= 1

が成り立つことから，制約 (2)も満たします．ゆえに
ベクトル ỹ は問題 ISPの許容解となり，不等式

z∗ ≥
(∑

p∈V

ỹ(p)

)2

=

(
|T ∗|√|T ∗|

)2

= |T ∗| = α(G)

が得られます． �

図 2 図 1 の問題の最適解 ỹ に対する行列 ˜Y = ỹỹ�.
枝集合 E に対応する要素の描画はイメージです

上記の証明より，ベクトル ỹ は問題 ISP の最適解
となることもわかります6．
問題 ISPは，最大独立集合問題を表す方法の一つで

あり，このように記述することによって問題が簡単に
なったりするわけではありません．

3. 半正定値計画緩和

本節では，最大独立集合問題 ISPの半正定値計画緩
和問題を導入し，Lovász 数を定義しましょう．問題
ISPにおいて，二つの変数の積に対応する新たな変数
ypq = y(p)y(q) を導入します．変数 y(p)の二乗に対
しては ypp = y(p)y(p)を導入します．変数 ypq を要
素にもつ行列を Y = (ypq) と書くならば，行列 Y は
行と列を V 中の頂点でインデックスされた正方行列で
あり，変数ベクトル y = (y(1), . . . , y(n))� を用いる
と，Y = yy� と表すことができます．（たとえば図 1

の問題の最適解 ỹ に対する行列 Ỹ = ỹỹ� は，図 2の
ようになります．）行列 Y が対称な半正定値行列とな
ることは簡単に確認できます7．
行列変数 Y = (ypq)を用いると，ISPの目的関数は

(∑
p∈V

y(p)

)2

=
∑
p∈V

∑
q∈V

y(p)y(q) =
∑
p∈V

∑
q∈V

ypq

という線形関数となり，制約 (2)は∑
p∈V

(y(p))2 =
∑
p∈V

ypp = 1

という線形等式で記述されます．ゆえに問題 ISPは

6 ちなみに最適解は唯一ではなく，ベクトル −ỹ も ISP の
最適解となっています．
7 ∵ ypq = y(p)y(q) = y(q)y(p) = yqp，かつ ∀a,a�Y a =
a�yy�a = (a�y)2 ≥ 0 が成り立ちます．
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max.
∑
p∈V

∑
q∈V

ypq

s. t. ypq = 0 (∀{p, q} ∈ E),∑
p∈V

ypp = 1,

Y = (ypq) = yy�, (3)

Y は半正定値対称行列である， (4)

と書き換えることができます．（制約式 (4)は，上記の
問題では冗長な制約式です．）ここで，制約 (3)を除去
して得られる緩和問題

SDP : max.
∑
p∈V

∑
q∈V

ypq

s. t. ypq = 0 (∀{p, q} ∈ E),∑
p∈V

ypp = 1,

Y は半正定値対称行列である，

は半正定値計画問題と呼ばれる問題になり，内点法を用
いて多項式時間で解くことができます．問題 ISPと等価
な問題から制約 (3)を除いて問題 SDPが得られたこと
から，SDPは ISPの緩和問題となっています．ゆえに，
問題 SDPの最適値を ϑ(G)と書くと8，α(G) ≤ ϑ(G)

が成り立ちます．この値 ϑ(G)が Lovász 数と呼ばれ
るものです9．

4. サンドイッチ定理

さて本日のメインディッシュのサンドイッチ定理を
用意しましょう．まずは頂点彩色（数）を定義します．
与えられたグラフ G = (V,E)に対し，頂点への色の
割当で，隣接する頂点対が同じ色でないものを頂点彩
色と呼びます．グラフGを頂点彩色するために必要な
色の最小数をGの彩色数10と呼び，χ(G)と表します．
グラフ Gの補グラフを Gと記します11．

定理 2. ［サンドイッチ定理］．任意のグラフ G にお
いて α(G) ≤ ϑ(G) ≤ χ(G) が成り立つ12．

ここで「何で χ(G)じゃなくて χ(G)なんだよ！」と

8 記号 ϑ（シータ）は，ギリシャ文字 θ の変体文字です．
9 正確には，上記の問題 SDP は，論文 [1] で導入された値
（Lovász 数）を求める半正定値計画問題の双対問題となって
います．
10染色数とも呼ばれます．
11グラフ G = (V, E) の補グラフ G = (V, E) とは，頂点集
合 V と枝集合 E = {{p, q} | p �= q, {p, q} /∈ E} からなる
無向グラフです．

感じる方も多いと思います．原論文 [1] での議論の中
心になっている Shannon capacity に関する話題には，
この形式が自然なようです．ここで補グラフが出てこ
ないように Lovász 数の定義を変えてしまうことも試
みられたようですが，結局この形式に落ち着いたよう
です（たとえば [2]参照）．
上記の定理に出現する α(G)と χ(G)を求める問題

は NP-困難であり，これを求める多項式時間解法はな
いと予想されています．それにもかかわらず，間に挟
まれた ϑ(G) は多項式時間で計算できるという点が，
このサンドイッチ定理の有用性（の一つ）を表してい
ます．
サンドイッチ定理の証明に入る前に，補題を一つ紹

介しましょう．

補題 3. 大きさ n× nの任意の半正定値対称行列（の
ペア）X,Y に対し，X • Y ≥ 0 が成り立つ．ただし
ここで X • Y =

∑n
i=1

∑n
j=1 xijyij である．

証明の概要．（証明の詳細は，専門書 [4]などをご覧く
ださい．）行列X が半正定値対称行列であることから，
行列 X1/2 を定義することができる．これを用いると

X • Y= tr(XY ) = tr(X1/2X1/2Y )

= tr(X1/2Y X1/2)

と変形することができる．このとき行列 X1/2Y X1/2

は半正定値対称行列であり，対角成分はすべて非負と
なることから，tr(X1/2Y X1/2) ≥ 0が成り立つ． �

では，サンドイッチをいっしょに食べましょう！

サンドイッチ定理の証明．前節において α(G) ≤ ϑ(G)

はすでに示しました．以下では，補グラフ Gの任意の
頂点彩色 cに対し，使用している色数 χは ϑ(G)以上
であることを示しましょう．頂点彩色 cで使用してい
る色の集合を {1, 2, . . . , χ} という番号で表し，各頂点
の色（番号）を表す写像を c : V → {1, 2, . . . , χ}とし
ます．与えられた頂点彩色 cに対し，行と列が頂点集
合でインデックスされた行列 X = (xpq)を

12与えられた無向グラフH に対し，その補グラフH の最大
独立集合サイズ α(H) を，グラフ H のクリーク数と呼び，
ω(H) と記します．補グラフ G を改めて H と書くならば，
サンドイッチ定理の不等式は ω(H) ≤ ϑ(H) ≤ χ(H)と書く
ことができます．サンドイッチ定理は，この形式で記述され
ることが多いようです．
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図 3 行列 X，ただし Vi = {p ∈ V | c(p) = i}

xpq =

⎧⎨⎩χ− 1 (c(p) = c(q)),

−1 (c(p) �= c(q)),

と定義します（図 3）．行列 X が対称行列であること
は明らかですね．
まず最初に，行列 X が半正定値行列であること，

すなわち [∀u ∈ R
V ,u�Xu ≥ 0 ] を示しましょ

う．以下では，列ベクトル u ∈ R
V の要素を u =

(u(1), u(2), . . . , u(n))� と書くこととします．頂点彩
色 cにおいて，色 i ∈ {1, 2, . . . , χ} で塗られた頂点部
分集合を Vi，すなわち Vi = {p ∈ V | c(p) = i}，と
書き，u(Vi) =

∑
p∈Vi

u(p) という記号を準備します．
このとき行列 X の定義から，

u�Xu

= χ
∑χ

i=1

∑
p∈Vi

∑
q∈Vi

u(p)u(q)

−∑p∈V

∑
q∈V u(p)u(q)

= χ

χ∑
i=1

⎛⎝∑
p∈Vi

u(p)

⎞⎠2 −(∑
p∈V

u(p)

)2

= χ

χ∑
i=1

(
u(Vi)

)2 −( χ∑
i=1

u(Vi)

)2

= χ2

(∑χ
i=1

(
u(Vi)

)2
χ

−
(∑χ

i=1 u(Vi)

χ

)2
)
≥0

が成り立ちます．上式の最後の不等式は，χ個の数値
の集合 {u(V1), u(V2), . . . , u(Vχ)} の分散の非負性（あ
るいはコーシー・シュワルツの不等式）から得られま
す．以上より，行列X は半正定値対称行列であること
が示されました．さて証明の仕上げです．
問題 SDPの最適解を Y としましょう．行列 X と

Y は半正定値対称行列よりX • Y ≥ 0 が成り立ちま
す．以下では，X • Y =

∑
p∈V

∑
q∈V xpqypq の各項

について個別に議論しましょう．

(1) 任意の頂点 p ∈ V において，xppypp = (χ−1)ypp

が成り立つ．
(2) グラフ G上で枝のない頂点対 {p, q} �∈ E に対し，

{p, q}は補グラフ Gの枝であり，与えられた（G

の）頂点彩色 cにおいて異なる色が塗られている
ことから xpqypq = −ypq が成り立つ．

(3) グラフ G 上で枝となっている頂点対 {p, q} ∈ E

に対し，問題 SDPの制約式から ypq = 0 が成り
立っており，xpqypq = 0 = −ypq が得られる．
以上より，次の不等式

0≤X • Y =
∑
p∈V

∑
q∈V

xpqypq

=(χ− 1)
∑
p∈V

ypp +
∑

(p,q)∈W

(−ypq)

= χ
∑
p∈V

ypp +
∑
p∈V

∑
q∈V

(−ypq)

= χ−
∑
p∈V

∑
q∈V

ypq = χ− ϑ(G)

が成り立ち，ϑ(G) ≤ χ が得られます，ただし W =

{(p, q) | p ∈ V, q ∈ V, p �= q} です．この不等式は
G の任意の頂点彩色について成り立つことから，最
小色数の頂点彩色についても成り立ち，求める不等式
ϑ(G) ≤ χ(G)が得られます． �

5. おわりに

本稿では，最大独立集合問題から Lovász 数を導入
してみました．本稿の証明からもわかるように，サン
ドイッチ定理は，Lovász 数を求める半正定値計画問
題の弱双対定理（のさらに特殊ケース）であり，その
証明自体はとてもシンプルに書くことができます．実
は，証明において双対問題を定義する必要さえありま
せん．
本稿では，最大独立集合問題を（連続）非線形計画

問題として定式化しました．サンドイッチ定理自体は
30年以上前の結果ですが「従来は離散最適化問題とし
て取り扱われてきた問題を，改めて（連続）非線形計画
問題として捉える」という研究が，近年さらに増えて
いるように感じます．離散最適化問題の解の特性ベク
トルの凸包を記述する不等式について議論する，とい
う「多面体論的アプローチ」に対して，この軛からの
脱却というパラダイムシフトが起こっているのかなぁ，
などとぼんやり感じています．
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