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通信ネットワークのモデル化と最適化
小林　佑輔，福永　拓郎

グラフ・ネットワークを扱う最適化問題は組合せ最適化の主要なトピックの一つである．本稿では，グラ
フ・ネットワーク最適化の通信ネットワークへの応用について述べる．通信技術は近年ますます複雑になっ
ており，さまざまな新しいトピックが生まれている．本稿では，円板形領域損傷モデルにおける最大流最小
カット問題と，仮想マシンの配置問題という二つの研究成果について解説する．
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1. はじめに

グラフ・ネットワークを扱う最適化問題は組合せ最
適化の主要なトピックの一つである．ネットワークフ
ロー，最大流最小カット定理，全域木問題などは大学
の学部生向けの授業で取り上げられる機会も多く，ご
存じの読者も多いだろう．現在でも活発に研究されて
おり，数理計画，離散数学，計算の複雑さなどの理論
に支えられて非常に面白い進展が続いている．
応用面でも多様な広がりを見せている．ウェブグラ

フやソーシャルネットワーク上での最適化など，従来
の ORの研究では見られなかった応用例も生まれてお
り話題は尽きないが，それらについては他の機会に譲
り，ここでは通信ネットワークへの応用について触れた
い．通信ネットワークはおそらく最も基本的なグラフ・
ネットワーク最適化の応用先ではないかと思う．実際，
上で触れたネットワークフローや最小カットなど，古
典的な問題の中には通信ネットワークへの応用から発
想されたのではないかと思うものも多い．一方で，現
実の通信技術も近年ますます複雑になっており，さま
ざまな新しいトピックが生まれている．
著者たちはどちらも，グラフ・ネットワーク最適化

の理論に取り組んでいる研究者である．それと同時に，
2012年にスタートした JST ERATO河原林巨大グラ
フプロジェクトの一環として，通信ネットワークへの
応用に向けた研究にも取り組んでいる．これは，それ
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まで理論研究を通して得られた知識を現実の応用に役
立てようという試みである．本稿ではこのプロジェク
トから生まれた成果を二つ紹介する．
一つは，円板形領域損傷モデルにおける最大流最小

カット問題についてである．通信ネットワークや交通
ネットワークは現代社会において必要不可欠なインフ
ラであり，自然災害や攻撃，自然発生的な故障などに対
して頑健なネットワークの構築が求められている．ネッ
トワークの連結度は「何個のノード（もしくはリンク）
が故障したときに，ネットワークが分断されるか」を
表す値であり，頑健性・耐故障性の自然な尺度として
認識されている．古典的な最大流最小カット問題はこ
のような尺度に基づいた最適化問題であるが，現実に
は，光ファイバーネットワークや道路網のようなネッ
トワークシステムが，地震や津波などによって広範囲
に損傷を受け，同時に複数のノードやリンクの損傷が
起こる場合も考えられる．このような状況を扱うため，
円板形領域損傷モデルというモデルが通信ネットワー
クの分野で提案された．Kobayashi and Otsuki [1] は
円板形領域損傷モデルにおける最大流問題に対して多
項式時間アルゴリズムを与え，さらにこのモデルにお
いて最大流と最小カットの間に成り立つ関係式を示し
た．本稿の前半では，この Kobayashi and Otsukiの
成果を紹介する．
二つ目はデータセンターにおける仮想マシンの配置

問題についてである．近年，クラウドコンピューティ
ングと呼ばれる考え方が広く普及し，さまざまなサー
ビスがインターネットを介して提供されているが，こ
のために巨大なデータセンターが運営されている．た
とえば，Google が運営しているデータセンターでは
2010年の時点で約 90万台のサーバが使用されていた
という推定がある [2]．そのような巨大なデータセン
ターを効率よく運用するためには，仮想化と呼ばれる
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技術が不可欠である．仮想化とは 1台のサーバがあた
かも複数台のサーバであるかのように振る舞うことを
可能とする技術である．物理的に存在するサーバと仮
想的に存在するサーバを区別するために，前者を物理
マシン，後者を仮想マシンと呼ぶ．1台の物理マシン
は複数台の仮想マシンを収容することができるが，あ
まり多くの仮想マシンを収容してしまうと CPU やス
トレージなどの計算資源が不足し，パフォーマンスの
低下を招いてしまう．このため，仮想マシンの効果的
な割り当ての研究がこの数年，通信ネットワークの分
野で盛んに研究されている．本稿の後半では，この仮
想マシン割り当て問題に関してFukunaga et al. [3]に
よって得られた結果について紹介する．

2. 円板形領域損傷モデルにおける最大流最
小カットアルゴリズム

2.1 問題設定と最大最小定理
まず，本節で扱う円板形領域損傷モデルを導入しよ

う．ネットワークを表す無向グラフG = (V,E)が平面
上に描かれているとする．ただし，V を頂点集合（ノー
ドの集合），E を枝集合（リンクの集合）とし，各枝
は線分で表されているものとする．s, t ∈ V を相異な
る 2頂点とし，rBを損傷を表す円板の半径とする．こ
の円板はグラフとは無関係に平面上に配置されるもの
であり，円板に含まれる頂点や，円板を通る枝が，す
べて損傷して利用できなくなる設定を考える．ただし，
s, tを中心とした半径 rP の円を“保護領域”とし，円
板の中心が保護領域内に入る位置には円板を配置でき
ないものとする．すなわち，中心が保護領域に入らな
いような半径 rB の円板全体の集合を H(rB, rP) と表
すと，これが起こりうる損傷の集合となっている．こ
のとき，Neumayer et al. [4] によって導入された円板
形領域損傷モデルにおける最小カット問題（最小円板
カット問題と呼ぶ）は以下の問題である．
最小円板カット問題
入力： 平面上に描かれた無向グラフ G = (V,E)，2

点 s, t ∈ V，円板半径 rB，保護領域半径 rP

(> rB).

出力： sと tを分離する最小個数の円板（H(rB, rP)

の要素）の集合．
なお，保護領域は sや tの周辺で損傷が起こる自明な
最適解を除く目的で導入されたものであり，応用上は，
輸送や通信の拠点である sや tの周辺では十分に頑健
なネットワークが構築されている状況をモデル化した
ものだと解釈できる．この問題の最適値を MIN-CUT

図 1 最小円板カット問題と最大円板素パス集合問題の例

と表し，実行可能解を円板カットと呼ぶ．
最小円板カット問題の対にあたる問題として，円板

形領域損傷モデルにおける最大流問題（最大円板素パ
ス集合問題と呼ぶ）は以下のように定式化される [4]．
最大円板素パス集合問題
入力： 平面上に描かれた無向グラフ G = (V,E)，

2点 s, t ∈ V，円板半径 rB，保護領域半径 rP

(> rB).

出力： どの 2本も互いに円板素な最大本数の s-tパ
スの集合．

ここで 2本の s-tパス P と P ′ が互いに円板素である
とは，P と P ′ の両方に損傷を引き起こす（すなわち
両方のパスが通る）半径 rBの円板（H(rB, rP)の要素）
が存在しないことを表す．最大円板素パス集合問題の
最適値を MAX-FLOW と表し，実行可能解を円板素
パス集合と呼ぶ．

例 1. 図 1 のグラフについて考える．小さな破線で
囲まれた円は半径 rBの円板を表しており，大きな一点
鎖線で囲まれた円は半径 rP の保護領域を表している．
この例において，MAX-FLOW = 1，MIN-CUT = 2

であることが容易に確認できる．

円板素パス集合 P1, P2, . . . , Pk を任意に固定したと
きに，円板素の定義から，H(rB, rP) の任意の円板は
P1, P2, . . . , Pk のうち高々一つのパスとしか共有点を
もたない．そのため，任意の円板カットのサイズはパ
スの数 k 以上となる．したがって，MAX-FLOW ≤
MIN-CUT が成り立つことが示される．しかし，通
常の最大流最小カット定理とは異なり，例 1 に見ら
れるように，MAX-FLOW = MIN-CUTは必ずしも
成立するとは限らない．Neumayer et al. [4] は，多
くの場合において MAX-FLOW = MIN-CUT が成
り立つことを実験的に確認し，任意の入力に対して
MIN-CUT ≤ MAX-FLOW+ 1が成り立つことを予
想した．Kobayashi and Otsuki [1] はこの予想を肯定
的に解決している．

定理 1（[1]）. 最小円板カット問題の最適値 MIN-CUT
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と最大円板素パス集合問題の最適値 MAX-FLOW に
対して，

MAX-FLOW ≤ MIN-CUT ≤ MAX-FLOW+ 1

が成り立つ．

なお，この関係式は Bienstock [5] によって与えら
れていた関係式MIN-CUT ≤ 2 ·MAX-FLOW+2 を
大幅に改善するものであり，例 1からわかるようにタ
イトな関係式となっている．

2.2 最大円板素パス集合問題の解法
本節では，Kobayashi and Otsuki [1] によって与え

られた，最大円板素パス集合問題に対する多項式時間
アルゴリズムの概要について述べる．
提案アルゴリズムは，1本の s-tパスから開始して，

互いに円板素な s-tパスを 2本，3本，· · · と順に増や
していくものである．以下では，すでに k − 1本の互
いに円板素な s-t パス P1, P2, . . . , Pk−1 が見つかって
いると仮定し，この仮定の下で，互いに円板素な k本
の s-t パスが存在するならばそれを見つけ，存在しな
いならば FALSE を返すアルゴリズムを与える．
まず，P1, P2, . . . , Pk−1 はどの 2 本も交差すること

はなく，各パスの sを始点としたときの 1本目の枝は s

の周りにこの順に時計回りに並んでいると仮定して一
般性を失わない．このとき，i, j = 1, 2, . . . に対して，
Pi を s から t の向きに辿り，Pj を t から s に辿っ
たときに時計回りに囲む領域を R(Pi, Pj) と表すもの
とする．Pk を領域 R(Pk−1, P1) に含まれる s-t パス
のうち，Pk−1 と Pk が円板素1であるパスとする（た
とえば Pk = P1 とすればこの条件を満たす）．このと
き，k 本の s-t パス P1, P2, . . . , Pk から開始し，k 本
のパスのうちの 1本を新たなパスで置き換えていくこ
とを繰り返すアルゴリズム（アルゴリズム 1）を考え
る．このアルゴリズムの動作例を表す図は [1] を参照
されたい．

定理 2（[1]）. アルゴリズム 1を k = 2, 3, 4, . . . に順
に適用することによって，最大円板素パス集合問題を
多項式時間で解くことができる．

この定理を示すために，[1] では MAX-FLOW の
値を正確に特徴づける最大最小定理を与えており，定
理 1 もこの最大最小定理から導かれる．
アルゴリズム 1 の反復回数 N は多くのケース

で O(|V |) となり，その場合の最大円板素パス集合
1 厳密な議論のために，[1] では円板素の代わりに“時計回
りに円板素”という概念を用いている．

問題に対するアルゴリズム全体の計算量は O(|V |2 ·
MAX-FLOW) である2．[1] では，最大円板素パス集
合問題や最小円板カット問題に対する提案アルゴリズ
ムを人工的に生成したグラフに対して適用し，それら
の性能を評価している．その後，アルゴリズムの高速
化が研究されており，現在では頂点数が 10 万を超え
るような現実的なネットワークへの適用が可能となっ
ている [6]．

アルゴリズム 1 k 円板素パスアルゴリズム

入力： 互いに円板素な k − 1 本の s-t パス
P1, . . . , Pk−1，および，R(Pk−1, P1) に含まれ，
Pk−1 と円板素になるような s-t パス Pk.

出力： （もし存在すれば）互いに円板素な k 本の s-t

パス．
1: for l = k, k + 1, . . . , k +N do

2: if Pl と Pl−k+1 が円板素 then

3: return Pl−k+1, . . . , Pl−1, Pl（これらは互い
に円板素）

4: else

5: Pl+1 を，R(Pl−k+1, Pl−k+2) に含まれ，Pl

と円板素になるような s-t パスのうち，
R(Pl+1, Pl−k+2) の領域が最大となるパスと
する．

6: end if

7: end for

8: return FALSE

3. データセンターネットワークでの仮想マ
シン配置問題

3.1 モデル
1 節でも触れたとおり，仮想マシンの効果的な割り

当ての研究はこの数年，通信ネットワーク分野で盛ん
に研究されている．Meng et al. [7] は実在のデータ
センター（のような）システムのトラフィックを調べ，
仮想マシンの配置を工夫することでネットワークのス
ケーラビリティが改善されることを実験により確かめ
た．彼らの報告をきっかけに仮想マシン割り当てに関
するさまざまなモデルが多くの研究者によって研究さ
れている．しかしながら，それらのモデルのほとんど
はデータセンターのネットワーク構造を考慮に入れて

2 N は入力に応じて定まる値であり，その正確な定義は省
略する．
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いない．われわれの知る限り，唯一の例外はCohen et

al. [8]による研究である．彼らはネットワークの帯域
に関する制約の下，指定されたノードに仮想マシンを
配置する問題を提案し，いくつかの近似アルゴリズム
を与えた．それに対して，Fukunaga et al. [3]は仮想
マシン間の接続コストを考慮に入れた割り当て問題を
モデル化し，近似アルゴリズムを与えた．まず，[3]で
導入されたモデルを紹介する．
頂点集合 V，枝集合 E からなる無向グラフを G =

(V,E) で表し，各枝 e には長さ l(e) が与えられてい
るとする．物理マシンに対応する頂点のことを端点と
呼び，端点の集合を T とする．各端点 t ∈ T には容
量 c(t) が与えられており，端点 t に対応する物理マシ
ンは c(t) 台の仮想マシンを収容できるとする．
いま，m 人のクライアントがおり，クライアント i

が ri 台の仮想マシンを要求する状況を考える．求めた
いのは，これらの仮想マシンの物理マシンへの割り当
てである．割り当てを関数 φ : T × [m] → Z+ で表す．
ただし，[m] は {1, . . . ,m}，Z+ は非負の整数の集合
である．この関数は，クライアント i の要求した仮想
マシンを端点 t に対応する物理マシンに φ(t, i) 台配
置するということを意味しており，次の条件を満たす
ものとする．

• 各 t ∈ T について，
∑m

i=1
φ(t, i) ≤ c(t),

• 各 i ∈ [m]について，
∑

t∈T
φ(t, i) = ri.

同じクライアントから要求された仮想マシン間では
データのやりとりのために頻繁に通信が発生するので，
できれば同じ物理マシンに，もし無理でもなるべく近
い物理マシンに配置したい．このような目的を反映さ
せるため，クライアント i の仮想マシンを収容する物
理マシンを張る G の連結部分グラフ Si を同時に考
え，枝長 l(Si) :=

∑
e∈Si

l(e) の総和を最小化するこ
とを目的関数として定義する．
また，仮想マシンをコントロールするための管理マ

シンが頂点 s に存在するとし，Si は s も連結しなけ
ればならないモデルも考える．s が与えられる場合を
集中管理モデルと呼び，与えられない場合を分散モデ
ルと呼ぶことにする．集中管理モデルを簡潔にまとめ
ると以下のようになる．
仮想マシン配置問題（集中管理モデル）
入力： 無向グラフ G = (V,E)，枝長 l : E → R+

（ただし，R+ は非負実数の集合），端点集
合 T ⊆ V，容量関数 c : T → Z+，頂点
s ∈ V \ T，要求 r1, . . . , rm ∈ Z+.

出力： G の連結部分グラフ S1, . . . , Sm と割り当て

φ : T × [m] → Z+ のうち，
∑

m

i=1
l(Si) を最

小化するもの．ただし，各 i ∈ [m]について，
Si は φ(t, i) > 0 であるようなすべての端点
tと点 sを張る．

図 2は集中管理モデルの解の一例を表している．図
中で黒い点で表されているのが頂点 s である．クラ
イアントの数は 3 であり，それぞれの要求は r1 = 3，
r2 = 6，r3 = 4の場合を考えている．
この問題はどちらのモデルであっても，m = 1 で各

端点の容量が 1 であるとき，シュタイナー木問題と呼
ばれる問題と一致する．シュタイナー木問題はNP困
難であることが知られているので，仮想マシン配置問
題も NP困難である．このため，Fukunaga et al. [3]

は，いくつかの近似アルゴリズムとヒューリスティッ
クに基づくアルゴリズムを与えた．次の節では，その
うちの一つである，集中管理モデルで要求がすべて同
じ値である場合に対する 12近似アルゴリズムのアイデ
アを紹介する．12近似アルゴリズムとは，多項式時間
で実行可能解を計算し，その目的関数値は必ず最適値
の 12 倍以下であることが保証できるようなアルゴリ
ズムのことである．12倍という保証が応用上はたして
意味があるのか疑問にもたれる方もいるだろうが，こ
れはあくまで最悪の場合の保証であり，多くの場合に
保証よりもよい解をアルゴリズムは出力する．[3]では
数値実験を通してアルゴリズムの実際の性能について
も検証している．

3.2 アルゴリズム
この節では，モデルは集中管理モデルとし，要求が

すべて同じ値 r ∈ Z+ を取る場合について考える．G

の連結部分グラフ S に対し，S によって張られている
端点の容量の和を c(S)で表す．kを正整数としたとき，
k-シュタイナー木とは，sを張り，かつ c(S) ≥ kであ
るような木 S のことであるとする．長さ最小の k-シュ
タイナー木を求める問題には 2近似アルゴリズムが知
られている [9]．
まずはじめに，簡単なアルゴリズムを導入しよう．

k = rm とし，枝長が最小となるような k-シュタイ
ナー木 S を計算する．次に，木の部分 S1, . . . , Sm を
構築する．このとき，次のような条件を満たす部分木
が必ず存在し，多項式時間で計算することができる．

• ∑m

i=1
l(Si) ≤ l(S)，

• 仮想マシン配置問題の制約を満たすような割り当
て φ が存在する．

得られた部分木のいくつかは s につながっていないの
で，そのような部分木に s までの最短路を加えること
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で，すべての木が s と連結しているように修正する．
このアルゴリズムにより，問題の実行可能解は構築

することができる．ただし，得られた解の目的関数値
が最適解と比べて非常に大きくなってしまう場合があ
る．実際，このアルゴリズムの近似比が Ω(|V |) になっ
てしまうような例が存在する．このような現象は，最
初のステップで計算された k-シュタイナー木が s から
離れた端点を含んでしまい，最後のステップで付け加
える最短路の長さが大きくなってしまうことによって
起きる．
われわれのアイデアは上記のアルゴリズムの最初の

ステップを改良することである．各端点に，どれぐら
い s から離れているかに応じてコストを定義する．そ
のうえで，アルゴリズムの最初のステップで計算する
k-シュタイナー木として，枝長だけでなく端点のコス
トも最小化するものを選ぶ．ここで，そのような木を
計算する問題を端点コスト k-シュタイナー木問題と呼
ぶことにする．詳しい定義は以下のとおりである．
端点コスト k-シュタイナー木問題
入力： 無向グラフ G = (V,E)，端点集合 T ⊆ V，

頂点 s ∈ V \T，容量関数 c : T → Z+，枝長
l : E → R+，端点コスト w : T → R+.

出力： k-シュタイナー木 S と S によって張られる
端点からなる集合 U のうち，

∑
t∈U

c(t) ≥ k

を満たし，l(S) +
∑

t∈U
w(t) を最小化する

もの．
この問題は長さ最小の k-シュタイナー木を求める問

題（端点コストなし）に近似比を保存したまま帰着す
ることができる．つまり，[9]の 2近似アルゴリズムを
用いれば，端点コスト k-シュタイナー木問題の 2近似
解も計算できる．
さて，残った課題は各端点の重みを具体的にはどの

ように定義したらよいかという点である．そのために，
まずすべての端点 t に対して c(t) ≤ r が成り立つと仮
定する．もしこの条件がある端点 tで成り立たない場
合は，新しい端点 t1, . . . , t�c(t)/r� を追加し，各 ti を

長さ 0 の辺で t と結ぶ．t を端点集合から取り除き，
t1, . . . , t�c(t)/r� の容量を

∑�c(t)/r�
i=1

c(ti) = c(t) とな
るよう適切に定義すればよい．一般性を失うことなく
c(t) ≤ rm であるので，この操作の後でもグラフのサ
イズは高々 m 倍されるだけである．また，端点 t と
s の最短路の長さを l(s, t) と書く．そのうえで，端点
t のコスト w(t) を l(s, t)c(t)/r と定義すればよいと
いうのが，われわれの結論である．詳細は述べないが，
このように設定した端点コストに対して端点コスト k-

シュタイナー木問題を解き，得られた木を長さ最小 k-

シュタイナー木の代わりに用いれば，12近似アルゴリ
ズムが得られる．

4. まとめ

本稿では，グラフ・ネットワーク最適化の理論の通
信ネットワークへの応用例として，二つの研究成果を
紹介した．これらはどちらも，通信ネットワークの分
野ですでに行われていた研究に着想を得て始めた研究
である．これらが本当に応用上役に立つかはさまざま
な意見があるだろう．この点も含めて，これからも理
論と応用の双方向のフィードバックを大事にして研究
を進めていきたい．
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