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プロジェクトの請負契約を対象とした競争入札では，入札者はプロジェクトに要する費用を見積もり，適切な
入札額を決定することが重要である．本稿では，競争入札のための代表的な決定理論モデルとして，Friedman
のモデルと King–Mercer のモデルを紹介する．また，関連研究として，費用見積とプロジェクト遂行に要す
る人的／時間的資源に着目した競争入札の研究を紹介する．
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1. はじめに

競争入札とは，売買・請負契約などにおいて最も有
利な条件を示す者と契約を締結するための方法である．
国および地方公共団体の契約は，原則として競争入札
によって締結しなければならないことが法律で定めら
れている [1]．以降では，具体的なイメージを抱きやす
いように，プロジェクトの請負契約を対象とした競争
入札を想定して説明する．
競争入札の詳細については本特集の解説記事 [2]に詳

しい説明があるが，基本的な手順は以下のようになる．
まず，発注者からの招聘を受けた契約希望者が入札額
を提出する．この時点では他者の入札額を知ることは
できず，最も低い価格を提出した入札者がプロジェク
ト契約を落札する．そして，落札者は発注されたプロ
ジェクトを遂行し，その対価として発注者から入札額
を受け取る．通常のオークションでは，最も高い価格
を掲示する買い手を，商品の売り手が選ぶ．一方で競
争入札は逆オークションとも呼ばれ，最も低い価格で
プロジェクトを請け負う契約希望者（売り手）を，発
注者（買い手）が選ぶ方式である．
競争入札では，入札者はプロジェクトを遂行するた

めに必要な費用を見積もり，その見積額に基づいて入
札額を決定する．実際の費用が見積額以下に収まれば，
この契約は落札者に利益をもたらす．一方で，実際の
費用が見積額を超過すれば，この契約によって落札者
は損失を被る可能性がある．競争入札は相対的に入札
額の低い者が落札する方式であり，落札者は実際の費
用を過小評価している場合が多い．それゆえ落札者は
最終的に損失を被る可能性が高く，この問題は「勝者
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の呪い」と呼ばれる [3]．建設プロジェクトや ITプロ
ジェクトの費用を正確に見積もることは難しく [4, 5]，
入札額を決定する際には見積額の不確実性を考慮する
必要がある．
競争入札のモデルは，決定理論モデルとゲーム理論

モデルの 2種類に分けることができる [6]．本稿では，
入札者の立場から最適な入札戦略（入札額の決定方法）
を分析する決定理論モデルを扱う．競争入札のための決
定理論モデルの研究は 1956年に Friedman [7]によっ
て開始され，これまでに多くの研究がなされている [6,

8～10]．なお，競争入札戦略に関する Friedman の博
士論文は，米国で初めてオペレーションズ・リサーチ
の学位が与えられた博士論文であるとされており [11]，
競争入札とオペレーションズ・リサーチの間には古く
からの深いつながりがあることがわかる．
本稿では，競争入札のための代表的な決定理論モデ

ルを紹介することで，競争入札の分野でオペレーショ
ンズ・リサーチの手法が有効に活用されていることを
伝えたい．さらに，最新の関連研究についても紹介し，
この分野の研究動向の一端も伝えることができればと
考える．
本稿は以下のように構成される．2節でFriedman [7]

のモデルを紹介し，その問題点を指摘する．3節では，
Friedman モデルの問題点を解決するモデルとして，
King–Mercer [12]のモデルを紹介する．4節では関連
研究を紹介し，5節で結論を述べる．

2. Friedmanのモデル

1956年に出版された Friedmanの論文 [7]は，競争
入札戦略に関する先駆的研究である．この論文では，本
質的な内容が明解かつ簡潔にまとめられており，著者
は強い感銘を受けた．本節では，Friedman モデルの
期待利益と落札確率について解説し，それらの問題点
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を指摘する．
2.1 Friedmanモデルの期待利益
プロジェクトの実際費用は入札時点では不確実であ

るため，確率変数 C̃ とする．このプロジェクト契約に
対する入札額を決定変数 bとし，落札確率を P(b)と
する．このとき，この契約を落札した際の利益は b− C̃

と表される．これに落札確率 P(b)を乗じ，確率変数
C̃ に関する期待値をとることで，入札者の期待利益を
求める．落札確率 P(b)は実際費用 C̃ とは独立である
ことに注意すると，入札者の期待利益R(b)は以下の
ように表すことができる：

R(b) = E[P(b) (b− C̃)]

= P(b) (b− C̄), (1)

ただし，C̄ = E[C̃]は実際費用の期待値とする．
入札額 bを高くすれば，落札後の利益 (b− C̄)は大

きくなるが，落札できる確率P(b)は低くなる．Fried-
man [7] は期待利益 (1)が最大となるように入札額を
決定することを提案している．

2.2 Friedmanモデルの落札確率
ここでは，Friedmanモデルの落札確率P(b)につい

て詳しく説明する．
競合者の入札額は，すべて同一のガンマ分布に従う

ことを仮定する．具体的には，ガンマ分布の形状パラ
メータを κ (≥ 1)，尺度パラメータを θ (> 0) とし，
競合者の入札額 y は以下の確率密度関数をもつことと
する：

F(y) = yκ−1 exp(−y/θ)

(κ− 1)! θκ
(y ≥ 0).

上記のガンマ分布の平均と分散は，それぞれ κθ，κθ2

となる．
また，競合者の数はポワソン分布に従うこととする．

すなわち，λ (> 0) をポワソン分布の平均と分散を表
すパラメータとし，競合者数 k は以下の確率質量関数
をもつこととする：

G(k) = λk

k!
exp(−λ) (k = 0, 1, 2, . . .).

入札額 bの入札者は，競合者の入札額がすべて bを
上回った場合に落札できる．したがって，入札者の落
札確率は以下のように表せる：

P(b)

=
∞∑

k=0

G(k)
(∫ ∞

b

F(y) dy

)k

= exp(−λ)
∞∑

k=0

1

k!

(
λ

∫ ∞

b

yκ−1 exp(−y/θ)

(κ− 1)! θκ
dy

)k

.

上記の落札確率には積分が含まれているが，以下の
変形によって積分は消去できる．まず，指数関数のマ
クローリン展開 exp(x) =

∑∞
k=0

xk/k!を用いて，

P(b)

= exp(−λ) exp

(
λ

∫ ∞

b

yκ−1 exp(−y/θ)

(κ− 1)! θκ
dy

)
(2)

と変形する．次に，式 (2)の下線部に部分積分を用いて，

∫ ∞
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(κ− 1)! θκ
dy
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1

(κ− 1)! θκ
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(
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θ

)
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1
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1
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b

− 1
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∫ ∞
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−θ exp
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))
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=exp

(
− b

θ

)
1

(κ− 1)!

(
b

θ

)κ−1

+
1
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∫ ∞

b

yκ−2 exp
(
−y

θ

)
dy (3)

と変形する．式 (3)の下線部に同様の変形を繰り返す
と，最終的に

∫ ∞

b

yκ−1 exp(−y/θ)

(κ− 1)! θκ
dy

= exp

(
− b

θ

) κ−1∑

�=0

1

�!

(
b

θ

)�

(4)

となる．式 (4)を式 (2)に代入することで，落札確率は

P(b)

= exp

(
−λ

(
1− exp

(
− b

θ

) κ−1∑

�=0

1

�!

(
b

θ

)�
))

(5)

となる．
2.3 Friedmanモデルの問題点
Friedmanのモデル (1)，(5)には以下の二つの問題

点がある．
第一の問題点は，見積額の不確実性が入札額に与え

る影響を考慮していないことである．入札者は費用の
見積額に基づいて入札額を決定するために，見積額が
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実際費用よりも高ければ，入札額も競合者より高くな
ると考えられる．逆に見積額が実際費用よりも低けれ
ば，入札額も競合者より低くなる可能性が高い．しか
し，Friedman モデルでは見積額に依存せずに入札額
を決定でき，上述のような見積額と入札額の関係が考
慮されていない．
Friedman モデルの第二の問題点は，問題が非有界

であり，最適解が存在しないことである．競合者数は
ポワソン分布に従うことを仮定しているために，一定
の確率で競合者数が 0となり，その場合は入札額にか
かわらず確実に落札できる：

P(b) =
∞∑

k=0

G(k)
(∫ ∞

b

F(y) dy

)k

≥ G(0) = exp(−λ) > 0.

それゆえ，入札額を高くして競合者がいない場合に荒
稼ぎすることで，期待利益も際限なく増加する：

R(b) = P(b) (b− C̄)

≥ G(0) (b− C̄) → ∞ (b → ∞).

発注者が設定する予定価格を超えた入札額は無効と
なる場合もあるが [1]，いずれにせよ式 (1)の無制約最
大化問題は非有界である．

3. King–Mercerのモデル

Friedman [7]のモデルの二つの問題点を解決できる
モデルとして，本節ではKing–Mercer [12]のモデルを
紹介する．このモデルでは Naert–Weverbergh [13]と
同様に見積額を確率変数とし，見積額に利幅を乗せて
入札額を決定する．なお，King–Mercerの論文 [9,12]

では，競争入札のモデルに関するさまざまな知見や示
唆が与えられており，この分野に興味をもたれた読者
には一読を勧めたい．

3.1 King–Mercerモデルの期待利益
Friedmanモデルでは，実際費用を確率変数 C̃ とし

ており，これは入札時点の状況と整合的である．一方
で King–Mercer モデルでは，実際費用を定数 C，見
積誤差を確率変数 eとし，見積額を (1 + e)C とする．
そして利幅mを決定変数とし，見積額に利幅を乗せて
入札額を

B(m, e) = (1 +m) (1 + e)C

とする．このように入札額を設定することで，見積額
の不確実性が入札額に与える影響を加味することがで

きる．
Friedman モデルと同様に，入札額が bの場合の落

札確率を P(b)とする．見積誤差 e の確率密度関数を
φ(e) として，King–Mercer モデルの期待利益 R(m)

は以下のように表せる：

R(m)

=

∫
P(B(m,e)) (B(m, e)− C)φ(e) de. (6)

非現実的ではあるが，ここでは見積誤差が存在しな
いこと (e = 0)を仮定してみる．このとき，入札額は
B(m, e) = (1 +m)C となり，期待利益は

R(m) = P((1 +m)C)mC (7)

となる．ここで，b = (1 + m)C，C̄ = C とすれば，
Friedman モデルの期待利益 (1) は式 (7) と等価であ
ることがわかる．この意味で，King–Mercerモデルは
Friedmanモデルの一般化とみなすことができる．

3.2 King–Mercerモデルの落札確率
競合者 k = 1, 2, . . . , nの入札利幅を定数mk，見積

誤差を確率変数 ek とする．また，見積誤差 ek の確率
密度関数を φk(ek)とする．このとき，すべての競合者
k = 1, 2, . . . , nに対して，

B(m, e) ≤ B(mk, ek)

が成り立つ場合に，入札者がプロジェクト契約を落札
する．
ここで，

B(m, e) ≤ B(mk, ek)

⇐⇒ (1 +m) (1 + e)C ≤ (1 +mk) (1 + ek)C

⇐⇒ (1 +m) (1 + e)

1 +mk

− 1

︸ ︷︷ ︸
M(m,mk,e)

≤ ek

を考慮すると，競合者数が nの場合の落札確率は

P(B(m, e)) =
n∏

k=1

∫ ∞

M(m,mk,e)

φk(ek) dek (8)

となる．見積誤差 ek が一様分布に従うことを仮定する
と，式 (8)の積分を消去でき，ある条件の下ではKing–

Mercerモデル (6)，(8)の解析解を導出できる [12]．

4. 関連研究

競争入札を通してプロジェクトを請け負う業者は，
「入札するプロジェクトの費用の見積」と「落札したプ
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ロジェクトの遂行」の両方の作業に対して，人的／時
間的資源を投入する必要がある．本節では，これらの
資源に着目した競争入札の研究を紹介する．

4.1 費用見積作業に対する資源配分
Towler–Sinnott [14]は，見積作業に投入する資源量

と見積精度との間には正の相関があることを指摘して
いる．また，Christensen–Dysert [15]は，見積の階級
ごとに必要な費用と見積精度を示した費用見積分類行
列1を作成している．これらの研究から，見積作業に多
くの資源を投入すれば，見積精度を高められることが
わかる．しかしながら，見積作業には相応の費用がか
かるうえに，通常は見積作業に投入できる資源量にも
限度がある．したがって，複数のプロジェクトの費用
見積作業に適切に資源を配分することは非常に重要で
あるが，一方で，このような資源配分問題の既存研究
はほとんど存在しない．それゆえ著者らの研究グルー
プでは，費用見積作業に対する資源配分に着目した研
究を行ってきた．
Ishii–Takano–Muraki [16]は，期待利益に基づいて

各プロジェクト契約の優先度を定義し，費用見積の資
源を配分する簡易的なアルゴリズムを提案している．
さらに，損失を被る確率を一定値以下とする制約条件
の下で，期待利益が最大となるように最適化モデルを
利用して入札額を決定している．
Ishii–Takano–Muraki [17]は，費用見積とプロジェ

クト遂行に投入する資源量のバランスを考慮した受注
選択戦略を提案し，シミュレーション実験を通して提
案戦略の有効性を検証している2．
Takano–Ishii–Muraki [19]は，多期間の費用見積作

業に対する資源配分問題を扱っている．期待利益を表
す関数に対して区分線形近似を施すことで，資源配分
問題を混合整数線形最適化モデルとして定式化し，計
算実験を通して提案モデルの有効性を検証している．

4.2 動的な競争入札戦略
競争入札の戦略と結果は，その後の入札戦略に影響

を与えることが多い．たとえば，利幅を低くして多数
のプロジェクト契約を落札すれば，それらのプロジェ
クトを遂行するために多くの資源が必要となり，新し
いプロジェクト契約を請け負うことが難しくなる．し
たがって，長期的な計画を立てる際には，競争入札の
結果に応じて入札戦略を変更していくことを考慮する
必要がある．

1 改変した表が本特集の解説記事 [2] に掲載されている．
2 本特集の解説記事 [18]では，論文 [17]の実験結果が紹介
されている．

このような動的な競争入札戦略の研究は過去にも
行われているが [20～25]，これらの研究では Fried-

man [7] に基づくモデルが採用されており，見積額
の不確実性が入札額に与える影響を考慮していない．
そこで，Takano–Ishii–Muraki [26] では，Knode–

Swanson [21] と King–Mercer [12] を組み合わせた
確率動的最適化モデルを提案している．計算実験の結
果，Friedmanモデルに基づく動的戦略と比較して，提
案モデルは利幅を少し高くして入札する傾向があり，期
待利益の増加と利益変動リスクの低減を同時に実現で
きることを示した．

5. おわりに

本稿では，競争入札のための代表的な決定理論モデ
ルとして，Friedman [7]のモデルとKing–Mercer [12]

のモデルを紹介した．また，関連する研究として，費
用見積とプロジェクト遂行に要する人的／時間的資源
に着目した競争入札の研究を紹介した．
本稿で説明したような決定理論モデルは，石油会

社などで実際に活用されている [27]．また，King–

Mercer [9] によれば，Friedman [7] に代表される決
定理論モデルは，土木建築のような見積誤差の影響が
他の要因よりも圧倒的に大きい市場で特に有効であり，
一方で台所用品のような個々の商品特性が強い市場で
は有効ではないとされている．
本稿では競争入札のためのゲーム理論モデルを紹

介することはできなかったが，代表的な論文としては
Rothkopf [28]などがある．また，落札確率 P(b)の定
義に関しては本稿で紹介した方法以外にも，対数正規
分布に基づいて P(b)を直接推定する方法 [29] や，度
数分布によって定義する方法 [30]がある．これらの詳
細や他の話題については，サーベイ論文 [6, 8～10]を
参照してほしい．
本稿でも述べたように，競争入札とオペレーション

ズ・リサーチは非常に関わりが深い．読者にとって，本
稿が競争入札の研究に関心をもつきっかけとなれば幸
いである．
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会を与えていただきました．成蹊大学の田中研太郎先
生には，2.2 節の式変形に関して助言をいただきまし
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