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ゲーム理論の非協力ゲームと呼ばれる分野では，「均衡」に関する研究が盛んに行われている．この均衡は，
社会的に最適な状況とは限らない．このような均衡の非効率性を測る定量的な指標として，「無秩序の代償」
と「安定性の代償」が提案されている．本稿では，これら 2 つの非効率性の指標を，ネットワークデザイン
ゲームを通して紹介する．

キーワード：アルゴリズム論的ゲーム理論，無秩序の代償，安定性の代償，ネットワークデザイン
ゲーム，ポテンシャルゲーム

1. はじめに

1920 年に経済学者の Pigou により考察された図 1

の単純なネットワークを例にとり，利己的な振る舞い
にはいかに無駄があるかを見てみよう．図 1では，頂
点 sから頂点 tまで 2通りの経路がある．上の経路は，
遠回りして長いが，道幅が広いため，交通量にかかわ
らず 1 時間で頂点 s から頂点 t まで通行可能である．
一方，下の経路は短いが，道幅が狭いため，交通量が増
えるほど通行に時間を要する．交通量が xのとき，通
行に x時間かかるとしよう．今，頂点 sから頂点 tま
で総量 1の移動要求があるとする．例えば 1単位 100

人として，100人が同時に sから tまで移動しようと
しているとする．このとき，あなたならばどちらの経
路を選ぶだろうか．
人々が利己的な判断をするならば，全員が細くて短

い下の経路を選ぶであろう．なぜならば，2 つの経路
の交通量がどのようになっても，すなわち，自分以外
の 99 人がどのような経路を選んだとしても，下の経
路はたかだか 1時間で通行でき，上の経路の通行時間
（1時間）以下となるからである．このように全員が下
の経路を選択したとき，各人は通行に 1時間要し，平
均所用時間（社会的コスト）は 1時間となる．
一方，総量の半分（例えば 100人中 50人）が上の経

路を，残りの半分が下の経路を選択したとする．上の経
路を通る人のかかる時間は 1時間のままであるが，下
の経路を通る人は 0.5時間（30分）で通過できるよう
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図 1 単純なネットワークの例

図 2 はじめのネットワーク

になる．平均所用時間では 1 · 0.5+ 0.5 · 0.5 = 0.75時
間（45分）となり，利己的な振る舞いにより全員が下
の経路を選択する場合から，大きく状況が改善する．こ
のように，人々が利己的に行動することは，社会にとっ
て必ずしも最適ではない．（厳密な議論は後で行う．）
次に図 2のネットワークを考えよう．頂点 sから頂点

tまで総量 1の移動要求があり，上の経路 s → v → t

と下の経路 s → w → t 共に，通行量を x とすると，
通行に 1 + x時間要する．この状況で，人々が利己的
に行動する場合，それぞれの経路の通行量は 0.5 ずつ
となり，各人の通行に 1 + 0.5 = 1.5 時間要する．こ
こで，利己的な振る舞いによって，各人が自分の利用
経路の変更により得をしないという均衡状態になるこ
とを仮定している．この例では，上下の経路を 0.5ず
つ利用する状態においては，どの個人が自分の経路を
変更しても通行時間は短縮しない．また，この例にお
いては，（xを連続量とすると）それ以外の均衡状態は
存在しない．この状況下で，図 3のように，頂点 vか
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図 3 新しくトンネルを建設した後のネットワーク

表 1 各経路の所要時間

経路 通行量 所要時間
s → v → w → t α (α+ β) + (α + γ)
s → v → t β (α+ β) + 1
s → w → t γ 1 + (α + γ)

ら頂点 wに向かうトンネル（道）を新しく建設したと
する．実は頂点 v と頂点 w はとても近く，トンネル
を建設したことにより，時間をかけずに（所要時間 0

で）頂点 v から頂点 w まで移動が可能になったとし
よう．これにより，s → v → w → t という新しい経
路で，頂点 sから頂点 tへ移動が可能になる．このと
き，新しい経路 s → v → w → tは他の 2つの経路よ
りいつでも損をせず，全員がこの新しい経路を選択す
ることとなる．より正確には，経路 s → v → w → t，
s → v → t，s → w → tにそれぞれ α，β，γ の通行
量があるとすると (α + β + γ = 1, α, β, γ ≥ 0)，所
要時間はそれぞれ (α + β) + (α + γ)，(α + β) + 1，
1+ (α+ γ)となる（表 1）．α+ β ≤ 1，α+ γ ≤ 1で
あるので，新しい経路の通行時間が最小となる．した
がって，全員が新しい経路を用いるという状態が均衡
となる．また，（xを連続量とすると）それ以外に均衡
がないとわかる．このとき，各人の所要時間は 2時間
となり，新しく道を建設したにもかかわらず，建設前
の所要時間 1.5時間より全員が損をする結果（所要時
間 2時間）となってしまった．これは，Braessのパラ
ドックスと呼ばれ，人々が利己的に行動するとき，新
しく道をつくることで余計に混雑が発生し，さらに状
況が悪化する場合があることを示している．
このように，人々が利己的に行動することで達成さ

れる状態（均衡解）は，社会的に最適な状況（社会的
最適解）に比べ非効率なものになっている．本稿では，
この非効率さがどの程度のものなのか，定量的な評価
について紹介する．特に「無秩序の代償」と「安定性
の代償」という 2つの非効率さの指標を紹介する．
このような内容はアルゴリズム論とゲーム理論の融合

領域であるアルゴリズム論的ゲーム理論という文脈で近

年盛んに研究されている．このことは，例えば，アルゴ
リズム論的ゲーム理論の創始者たち 6人 (Koutsoupias，
Papadimitriou，Nisan，Ronen，Roughgarden，Tar-
dos)が，その功績により 2012年の Gödel賞を受賞し
ていることからもわかる．

2. 均衡の非効率さの指標

本節では，均衡解における社会的コストがどの程度
非効率になりうるかを解析するための指標を導入する．
プレイヤー集合 N，プレイヤー i ∈ N の取りう

る戦略集合 Ai，プレイヤー i ∈ N のコスト costi :
∏

i∈N
Ai → R+ の 3 つ組 (N, {Ai}i∈N , {costi}i∈N )

を標準型ゲームという．本稿ではプレイヤー集合N と
各プレイヤーの戦略集合Ai (i ∈ N) が共に有限であ
る有限ゲームを扱う．ここで，N = {1, 2, . . . , n}とす
る．A =

∏
i∈N

Ai = A1×· · ·×Anを戦略空間という．
各プレイヤーが利己的に動いた結果，ナッシュ均衡

という戦略の組に至るとする．ナッシュ均衡とは，ど
のプレイヤーも自分の戦略を変えることで，自分のコ
ストを削減できないような戦略の組である．すなわち，
戦略の組 a ∈ Aは

costi(a) ≤ costi(a
′
i, a−i) (∀i ∈ N, ∀a′

i ∈ Ai)

を満たすとき，ナッシュ均衡と呼ばれる．ここで，a−i

は戦略の組 aからプレイヤー iの戦略を除くことによ
りできるベクトル (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an)である．
一般に，ナッシュ均衡は存在するとは限らず，存在し
ても複数存在するかもしれない．今後，ナッシュ均衡
の集合を ANash と記す．
戦略の組 aでの社会的コスト cost(a)は，総コスト

∑
i∈N

costi(a)によって定義する1．ナッシュ均衡の非
効率さは，均衡の社会的コストと最適な社会的コスト
mina∈A cost(a)を比較することにより評価される．た
だし，ナッシュ均衡は一般に複数個存在するので，ど
のナッシュ均衡を考えるかにより複数の指標が考えら
れる．

定義 2.1（Koutsoupias–Papadimitriou [1], Rough-

garden–Tardos [2]）. ナッシュ均衡における最悪な社
会的コストと（戦略の組の中で）最適な社会的コスト
の比

max
a∈ANash

cost(a)

min
a∈A

cost(a)

1 社会的コストとして，最大コストmaxi∈N costi(a) など
を用いることもある．
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を無秩序の代償 (Price of Anarchy) という．

定義 2.2（Schulz–Moses [3], Anshelevichら [4]）. ナ
ッシュ均衡における最適な社会的コストと（戦略の組
の中で）最適な社会的コストの比

min
a∈ANash

cost(a)

min
a∈A

cost(a)

を安定性の代償 (Price of Stability) という．

無秩序の代償は，どの均衡が達成されるかわからな
い場合に，最悪の場合でもどの程度の非効率さなのか
を表す．安定性の代償は，どの均衡が達成されるかが
操作できる場合に，どの程度まで非効率性を抑えるこ
とができるかを示す．
これらの指標は常に 1以上の値をとり，大きいほど

非効率であるといえる．指標が 1の場合は，社会的最
適解が均衡においても達成できることを意味する．
特に，ゲーム集合に対して，最悪の場合に指標がど

の程度大きくなるかを上限により評価する．例えば，
ゲーム集合 G に対する無秩序の代償は

sup
G∈G

max
a∈ANash(G)

cost(a)

min
a∈A(G)

cost(a)

となる．ただし，A(G), ANash(G)はそれぞれゲームG

における戦略空間と Nash均衡の集合とする．これに
より，具体的なゲームの形がわからない場合について
も非効率さを議論することができ，社会システムの保
証などが可能になる．

3. ポテンシャルゲーム

本節では Mondererと Shapley [5] により提案され
た，ポテンシャルゲームと呼ばれる標準型ゲームを紹
介する．標準型ゲーム (N, {Ai}i∈N , {costi}i∈N ) がポ
テンシャルゲームであるとは，以下の条件を満たす関
数 Φ : A → Rが存在することである．

任意の戦略の組 a ∈ A，プレイヤー i ∈ N とその
戦略 a′

i ∈ Ai について，

Φ(a)− Φ(a′
i, a−i) = costi(a)− costi(a

′
i, a−i).

ここで，Φはポテンシャル関数と呼ばれる．上の式は，
プレイヤー iの戦略変更による i自身のコスト変化が，
プレイヤーに依存しない 1つの関数Φによって表現で
きることを意味する．
ポテンシャル関数は均衡解析のための有用な道具と

なる．例えば，以下のような定理を示すことができる．

ただし，本稿では有限ゲームのみを扱っていることに
注意されたい．

定理 3.1. ポテンシャルゲームはナッシュ均衡をも
つ．特にポテンシャル最小の戦略の組はナッシュ均衡
となる．

証明. ポ テ ン シ ャル 最 小 の 戦 略 の 組 を a∗ (∈
arg min

a∈A

Φ(a))とすると，任意のプレイヤー i ∈ N と

その戦略 ai ∈ Ai について，

costi(a
∗)− costi(ai, a

∗
−i) = Φ(a∗)−Φ(ai, a

∗
−i) ≤ 0

が成立するので，a∗ はナッシュ均衡となる．

なお，定理 3.1におけるポテンシャルの最小性は極
小性（局所最適性）で置き換えることができる．

定理 3.2. ポテンシャルゲームにおいては，各プレイ
ヤーが順に自分のコストを小さくするよう戦略変更を
繰り返すことで，ナッシュ均衡を達成できる．

証明. プレイヤーが自分のコストを小さくするよう戦
略変更を繰り返すことによって得られる戦略の組の列
を (a0, a1, . . . ) とする．i 回目に戦略変更したプレイ
ヤーを k ∈ N とすると，costk(a

i) < costk(a
i−1)，

ai
j = ai−1

j (∀j ∈ N \ {k}) が成立する．したがって，
ポテンシャル関数ΦについてΦ(a0) > Φ(a1) > · · · が
成立するが，Aは有限であるので，いずれ誰も戦略を
変更できなくなる．最終的に得られた（すなわち，誰
も戦略変更できない）組がナッシュ均衡である．

4. ネットワークデザインゲーム

本節ではポテンシャルゲームの中で，特に，Anshele-

vichら [4]により提案されたネットワークデザインゲー
ムの定義を与え，無秩序・安定性の代償の上下限を論
じる．ネットワークデザインゲームは非負の枝コスト
c : E → R+ をもつグラフ G = (V,E)上で定義され
る．ただし，V を頂点集合，E を枝集合とする．各プ
レイヤー i ∈ N は指定された頂点対 (si, ti)を結ぶこ
とを目的とする．すなわち，戦略集合 Ai は

Ai = {P ⊆ E | P は si–ti パスの枝集合 } ⊆ 2E

となる．ただし，各 i ∈ N に対し si–ti パスは存在す
ると仮定する．
各プレイヤー i が si–ti パス Pi を選んだ戦略の組

a = (P1, . . . , Pn) に対して，ξa(e) を a において枝 e
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を使うプレイヤー数

ξa(e) = |{j ∈ N : e ∈ Pj}|

とし，プレイヤー iのコストを

costi(a) =
∑

e∈Pi

c(e)

ξa(e)

と定義する．このとき，社会的コストは

cost(a) =
∑

i∈N

costi(a) =
∑

i∈N

∑

e∈Pi

c(e)

ξa(e)
=

∑

e∈⋃
i Pi

c(e)

となる．このコスト関数は，枝 eの使用コスト c(e)を
利用したプレイヤー全員で均等に負担することを意味
する．
与えられるグラフ G の有向，無向性に従って，対

応するゲームを有向ネットワークデザインゲーム，無
向ネットワークデザインゲームという．また，任意の
i ∈ N が同じ始点 s (= si) をもつネットワークデザ
インゲームをマルチキャストゲームという．さらに，s

以外の全ての頂点 v ∈ V \ {s}について，ti = v とな
るプレイヤー i ∈ N が存在するとき，ブロードキャス
トゲームという．
このネットワークデザインゲームはポテンシャルゲー

ムである [6]．実際，ポテンシャル関数 Φは

Φ(a) =
∑

e∈E

ξa(e)∑

i=1

c(e)

i
=

∑

e∈E

c(e) ·H(ξa(e)) (1)

で与えられる．ここで，H(k) は k 番目の調和級数
∑

k

i=1
1/i である．ただし，H(0) = 0 とする．定理

3.1より，ネットワークデザインゲームにはナッシュ均
衡が常に存在することがわかる．

4.1 無秩序の代償

ネットワークデザインゲームの無秩序の代償を考
察しよう．a = (P1, . . . , Pn) をナッシュ均衡，a∗ =

(P ∗
1 , . . . , P

∗
n)を社会的最適な戦略の組とする．

各プレイヤー iについて，si から tiへの最短経路長
を �i とすると，定義より

costi(a) ≤ �i,

costi(a
∗) =

∑

e∈P∗
i

c(e)

ξa∗(e)
≥

∑

e∈P∗
i

c(e)

n
≥ �i

n

となる．したがって，

n · cost(a∗) ≥ cost(a)

なので，無秩序の代償は n以下である．
次に，プレイヤー数が nであるネットワークデザイ

図 4 無秩序の代償が nとなる n人ネットワークデザイン
ゲーム

ンゲームの無秩序の代償が n になる例を図 4 に示す．
この例では，すべてのプレイヤーは同一の始点 s と，
同一の終点 tをもつ．各プレイヤーは，コスト 1の経
路か，コストが nの経路を選択する．このとき，社会
的最適解は全員がコスト 1 の経路を選ぶときであり，
最適な社会的コストは 1となる．一方，全員がコスト
nの経路を選ぶ戦略の組はナッシュ均衡になり，その
社会的コストは nとなる．したがって，無秩序の代償
は nとなる．

定理 4.1（Anshelevich ら [4]）. プレイヤー数 n の
（無向および有向）ネットワークデザインゲームにおけ
る無秩序の代償は

sup
n 人ネットワークデザインゲーム G

max
a∈ANash(G)

cost(a)

min
a∈A(G)

cost(a)
= n

となる．

以上より，n人ネットワークデザインゲームでは無
秩序の代償が nととても大きくなりうる．このことか
ら，どの均衡が達成されるかわからない状況では，と
ても容認できないような非効率な状況になりうる．そ
こで，うまい均衡を選択できる場合の非効率さを次節
で考えよう．

4.2 安定性の代償
有向ネットワークデザインゲーム，特にブロードキャ

ストゲームに限定しても，安定性の代償がH(n)にな
る例が知られている [4, 7]．
図 5中のネットワーク上でのブロードキャストゲーム

を考える．すなわち，n人のプレイヤーN = {1, . . . , n}
が存在し，各プレイヤー i ∈ N は同一の始点 sと，そ
れぞれ異なる終点 ti をもつ．2n − 1 本の枝があり，
c(s, t1) = 1 + ε, c(s, ti) = 1/i (i = 2, 3, . . . , n),

c(t1, ti) = 0 (i = 2, 3, . . . , n) である．ただし，ε

は十分小さい正の数とする．このとき，プレイヤー
1 は {(s, t1)} という戦略しかなく，プレイヤー i (=

2, 3, . . . , n)は，{(s, ti)}，{(s, t1), (t1, ti)}という 2通
りの戦略をもつ．
社会的最適解は，プレイヤー i = 2, 3, . . . , nがパス

{(s, t1), (t1, ti)}を選択するときである．このとき，社
会的コストは 1+ε，各プレイヤーのコストは (1+ε)/n
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図 5 安定性の代償がHn となる n人ネットワークデザイ
ンゲーム

となる．しかし，これはナッシュ均衡ではない．なぜ
ならば，プレイヤー n はパス {(s, tn)} を選択するこ
とで，コストを 1/nに下げることができるからである．
同様に k 人が枝 (s, t1)を使う戦略の組を考えると，k

人中の少なくとも 1人は戦略を変えることでコストを
1/k以下に削減できるので，ナッシュ均衡ではない．こ
の議論によって，全プレイヤー iが {(s, ti)}パスを選
ぶ戦略の組が唯一のナッシュ均衡となる．このときの
社会的コストは H(n) + εとなる．
したがってこの例では，安定性の代償は ε → 0 で

H(n)になる．
さらに，どんな n人ネットワークデザインゲームの

安定性の代償も H(n)以下であることが，ポテンシャ
ル関数を用いることで証明できる．

定理 4.2（Anshelevichら [4]）. プレイヤー数 nの有
向ネットワークデザインゲームについて，安定性の代
償は

sup
n 人ネットワークデザインゲーム G

min
a∈ANash(G)

cost(a)

min
a∈A(G)

cost(a)
= H(n)

となる．

証明. 安定性の代償がH(n)である例は示したので，上
界が H(n)であることを示す．ポテンシャル最小解を
a∗，社会的最適解を a∗ とする．このとき，ポテンシャ
ル関数は式 (1)であるので，

cost(a∗) ≤ Φ(a∗) ≤ Φ(a∗) ≤ cost(a∗) ·H(n).

定理 3.1 より，ポテンシャル最小解はナッシュ均衡で
あるので，安定性の代償は H(n)以下である．

なお，この上界の証明は無向の場合でも成立するこ
とがわかる．また，この証明のように，他のポテンシャ
ルゲームにおいても，ポテンシャル最小解を解析する

ことで，ナッシュ均衡の非効率性を導き出すことがで
きる [8～10]．
定理で有向ネットワークデザインゲームの安定性の

代償は H(n)であることを示したが，グラフを無向に
限れば安定性の代償は定数で抑えられるだろうと予想
されている [4]．しかし，現在知られているもっとも小
さな上界はMamageishviliら [11]によるH(n/2)，最
大の下界は Bilò ら [12] による 2.245 であり，いまだ
大きな差がある．
一方，無向ブロードキャストゲームに限れば，安定

性の代償は定数で抑えられることが最近示された．

5. 無向ブロードキャストゲーム

4節で述べたように，ブロードキャストゲームは，各
プレイヤーの始点が等しく，各頂点を終点とするプレ
イヤーが存在するようなネットワークデザインゲーム
である．社会的コストは少なくとも 1人のプレイヤー
に使用される枝のコストの和となることから，無向ブ
ロードキャストゲームにおける社会的最適解は，最小
全域木に対応する．さらに，ナッシュ均衡で使われる
枝集合も全域木となる [7]．
ポテンシャル最小解の解析によって安定性の代償の

漸近的にタイトな上界が得られることは多いが，次の
定理により，安定性の代償が定数であることを示すた
めには，別の手法が必要になる．

定理 5.1（Kawase–Makino [13]）. 以下の条件を満た
すプレイヤー数 nの無向ブロードキャストゲームが存
在する．

ポテンシャル最小解の社会的コストが，最適な社
会的コストの Ω(

√
log log n)倍となる．

Fiatら [7]は，社会的最適解からプレイヤーの戦略
を巧妙に変更することで得られるナッシュ均衡を解析
することにより，無向マルチキャストゲームに対する
安定性の代償の上界を評価した．Bilòら [14]はこの手
法をさらに発展させることで，無向ブロードキャスト
ゲームに対する安定性の代償の上界が定数になること
を示した．

定理 5.2（Bilòら [14]）. ある正定数 cが存在し，任
意の無向ブロードキャストゲームにおける安定性の代
償は c以下になる．

Bilò ら [14] によって示された安定性の代償の上界
は，定数ではあるものの巨大である．しかし，現在知
られている下界はBilòら [12]による 1.862であり，ま
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だまだ大きな開きがある．

6. 終わりに

均衡の非効率さの研究は古くから行われてきたが，定
量的な解析は比較的新しいものである．無秩序の代償の
概念は 1999 年に Koutsoupias と Papadimitriou [1]

によって提案された．最適解との比に対する最悪解析
は，計算機科学において確立された手法である．例え
ば，近似アルゴリズムに対する近似比 [15]やオンライ
ンアルゴリズムに対する競合比 [16] は同様の概念で
ある．
本稿ではネットワークデザインゲームにおける均衡の

非効率さを紹介をしたが，その他にも利己的ルーティ
ング [2, 17]，負荷分散ゲーム [1, 18]，有効効用ゲー
ム [19, 20] などさまざまなゲームに対する研究が行わ
れている．
均衡の非効率さの解析は，『Algorithmic Game The-

ory』 [21]の第 3部『Quantifying the Inefficiency of

Equilibria』で詳しくまとめられている．日本語の資料
としては，岩間『アルゴリズム・サイエンス：出口から
の超入門』 [22]の 13章「利己的ルーティング」があ
る．ポテンシャルゲームについては宇井「ポテンシャ
ルゲームと離散凹性」[23] で詳しく解説されている．

謝辞 渡辺隆裕先生には掲載の機会を与えてくださっ
たこと，ならびに，本稿をまとめるにあたり有益なコ
メントをいただいたことに対して感謝いたします．
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