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最小全域木問題のコスト分配に対する
公理的アプローチ

楠木　祥文
本稿では，最小コスト全域木問題に対するコスト分配ルールについて解説する．本稿で扱う最小コスト全域

木問題とは，複数のエージェントと一つのソースが存在し，各エージェントがソースへの供給路を構築しよ
うとする状況である．供給路はエージェント／ソースを頂点とするグラフでモデル化され，頂点間の枝には
コストが割り当てられている．各エージェントは自身が支払うコストを小さくするために，協力して最小コ
スト全域木を構築し，エージェント間でコストを分担する．そのコスト分配に対する様々な方法（分配ルー
ル）を紹介し，それらの性質を比較する．さらに，分配ルールの公理的特徴付けについても述べる．
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1. はじめに

本稿で議論する最小コスト全域木問題（以下，最小
木問題と略記する）で扱うのは，複数のエージェント
とソースが存在し，各エージェントがソースへの供給
路を構築しようとする状況である．供給路はエージェ
ント／ソースを頂点とするグラフでモデル化され，頂
点間の枝にはコストが割り当てられている．路を構築
するためには，それに含まれる枝のコストを支払う必
要がある．また，枝の容量等は考慮せず，異なるエー
ジェントが同じ枝を共有できると仮定する．この状況
に対して，各エージェントは，自身が支払うコストを
可能な限り小さくすることを目標にしている．そのた
めには，すべてのエージェントは協力して，最小コス
ト全域木（以下，最小木と略記する）を構築すること
が合理的である．本稿では，最小木のコストをエージェ
ント間でどのように分配するかを議論していく．
最小木問題に対するコスト分配に関する早期の研究

として，Clausと Kleitman [1]はいくつかの分配ルー
ルを調査し，批判的に分析した．この研究を受けて，
Bird [2]は最小木問題から協力ゲーム（提携形ゲーム）
を定義し，最小木問題のコスト分配と協力ゲーム理論
の解概念を関連付けた．これを最小木ゲームと呼ぶ．
Birdは，最小木において各エージェントが直接自身に
接続されているソース方向の枝のコストを負担する分
配ルール （Bird ルール）が，最小木ゲームのコアに
含まれることを示した．また，Birdはそのルールを特
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徴付けるために，最小木問題の既約形を導入した [2]．
Aarts [3]は，既約形の場合，最小木ゲームは凹である
こと，Birdルールの凸包がそのコアと一致することを
示した．Birdの研究と同時期に，ClausとGranot [4]，
Granot と Huberman [5] も最小木問題を協力ゲーム
として定義し，そのコアが非空であることを証明した．
最適化問題と関係した協力ゲームとして，Owenの

線形生産モデルから派生する線形生産ゲーム [6] があ
る．Granot [7]は，最小木問題を含む一般化線形生産
モデルを提案し，そのゲームのコアが非空であるため
の条件を示した．線形生産モデルと同様に，一般化線
形生産モデルの双対最適解からコア分配を求めること
ができる．
Feltkampら [8]は，最小木問題の分配ルールに対し

て公理的アプローチを導入し，Birdルールの公理系を
提案した．同時に，Feltkampら [9]は，Kruskalアル
ゴリズムに基づいた分配の集合を提案し，それが既約
形のコアと一致することを示し，その集合の公理的特
徴付けを行った．提案された分配の一つである ERO

(Equal Remaining Obligations) 値の公理的特徴付け
も提案している．この ERO値は最小木問題の標準的
な分配ルールと考えられ，folkルールと呼ばれている．
Branzeiら [10]は，Kruskalアルゴリズムと関連し

た P (Potters)値を提案し，その公理的特徴付けを行っ
た．この P 値は folk ルールと一致する．Tijs ら [11]

は，Kruskalアルゴリズムに基づいて枝のコストを分
配する責任ルール (obligation rule)のクラスを提案し，
ERO値がその特殊ケースとなること，任意の責任ルー
ルがコストとエージェントに関する 2種類の単調性を
満たすことを示した．
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他方で，Kar [12]は，最小木ゲームの Shapley値に
よって最小木問題の分配を決定するKarルールを考え，
その公理的特徴付けを行った．Duttaと Kar [13]は，
Birdルールがコストに関する単調性を満たさないこと
から，それを修正したDutta–Karルールを提案した．
近年，最小木問題のコスト分配ルールの公理化に関

する研究について，Bergantiñosら [14～18]が精力的
に活動している．Bergantiñosと Vidal-Puga [15]は，
既約形の Shapley値によって定義される ϕルールを提
案した．ϕルールは folkルールと一致する．彼らは ϕ

ルールの公理系を提案した．さらに，様々な性質につ
いて，ϕルールと，Bird，Kar，Dutta–Karルールを
比較し，ϕルールの優位性を示した．Bergantiños と
Vidal-Puga [17]，Lorenzoと Lorenzo-Freire [19]は，
特殊な加法性を用いて，それぞれ ϕルールと責任ルー
ルの公理系を提案した．Bergantiños と Kar [14] は，
エージェントとコストの単調性を用いた責任ルールの公
理系を提案している．BergantiñosとVidal-Puga [18]

は，新たな分配ルールのクラスを提案し，それが，エー
ジェントとコストの単調性を満たすルール集合と一致
することを示した．
folkルールは ϕルールによる定義からわかるように

既約形のみに依存する．Bogomolnaia とMoulin [20]

はこの性質を批判し，folkルールが持つ区分的線形性
を基盤とした分配ルールのクラスを研究した．そのク
ラスで，コストに関する厳密な単調性を満たすルール
を実現させた．
本稿では，上述の最小木問題に対する公理的アプロー

チを解説する．第 2節では，最小木問題を導入し，そ
の既約形を定義する．第 3節では，協力ゲームを導入
し，最小木問題から最小木ゲームを定義する．第 4節
では，種々の分配ルールを導入する．それらのルール
が基本的な性質を満たすかも議論する．第 5 節では，
folkルールと，その一般化である責任ルールの公理系
を紹介する．最後にまとめを述べる．

2. 最小コスト全域木問題

最小木問題を定義する．N = {1, 2, . . . , n}を有限集
合とし，その要素をエージェントと呼ぶ．0をソースと
呼び，N0 = N ∪{0}を定義する．N0 が与えられると，
その要素の対の全体集合 [N0]

2 = {{i, j} | i, j ∈ N0}
が定義できる．対 (N0, [N0]

2) は完全無向グラフとな
り，N0と [N0]

2の各要素を，それぞれ頂点と枝と呼ぶ．
路とは P = {{i1, i2}, {i2, i3}, . . . , {ip−1, ip}} と表

現できる非空の枝集合であり，かつ，その頂点要素の集

合 i1, i2, . . . , ip ∈ N0 は互いに異なる．特に，k = i1,

l = ip のとき，P は k から l への路という．互い
に異なる三つ以上の i1, i2, . . . , ip ∈ N0 に対して，
Q = {{i1, i2}, {i2, i3}, . . . , {ip−1, ip}, {ip, i1}}と表現
できる枝集合を閉路と呼ぶ．E ⊆ [N0]

2 を枝集合とす
る．グラフは対 (N0, E)で与えられるが，N0が明らか
な場合は，E をグラフと呼ぶ．頂点 i, j ∈ N0 が E に
おいて連結しているとは，i = j,または，iから j への
路となるEの部分集合が存在することをいう．S ⊆ N0

の任意の 2 点 i, j ∈ S が E において連結していると
き，Sは E において連結しているという．E における
連結の関係は N0 上の同値関係となる．その各同値類
を E の連結成分と呼ぶ．E の連結成分全体はN0 の分
割となる．閉路を持たない枝集合を森と呼ぶ．N0 が連
結となる森を （全域） 木と呼ぶ．
[N0]

2 の基数を m とする．非負実数ベクトル c ∈
R

[N0]2

+ を N0 に対するコストベクトルと呼ぶ．各枝
e ∈ [N0]

2に対して，ceを eのコストと呼ぶ．N0に対す
るコストベクトル全体を CN0で表す．枝集合E ⊆ [N0]

2

のコストは，c(E) =
∑

e∈E
ce で定義される．最小木

とは，そのコストが最小となる木のことである．
最小木問題はエージェント／ソース集合 N0 とコス

トベクトル c ∈ CN0 のみで定まるので，(N0, c) を最
小木問題と呼ぶ．また，簡単のため，c のみを最小木
問題と呼ぶ場合がある．問題 (N0, c) の最小木のコス
トをOPT(N0, c)と表記する．また，(N0, c)の最小木
の全体集合を T (N0, c)と表記する．
最小木問題 (N0, c) に対する分配とは，

∑
i∈N

xi =

OPT(N0, c)を満たすベクトル x ∈ RN である．上記
の性質を有効性 (efficiency) と呼ぶ．分配ルールとは，
各問題 (N0, c)に対して，その問題に対する分配 xを
割り当てる関数である．本稿では様々な分配ルールを
議論する．
コストベクトル c に対して，その既約形 c� を定義

する．既約形はコスト分配ルールにおいて重要な役割
を果たす．c� ∈ CN0 は，T ∈ T (N0, c)を最小木とし
て，c�e = maxe′∈PT

e
ce′ , e ∈ [N0]

2 と与えられる．こ
こで，P T

{i,j} は，T の部分集合となる iから j への唯
一の路である．この定義は最小木 T に依存しないこと
が知られている [3, 21]．また，c = c� となるコスト
ベクトルを既約コストベクトルと呼ぶ．N0 に対する
既約コストベクトル全体集合を ICN0 で表す．最小木
問題 (N0, c) についても，(N0, c

�) をその既約形と呼
び，それ自身が既約形となる問題を既約最小木問題と
呼ぶ．図 1に最小木問題の例とその既約形を示す．左
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図 1 最小木問題と既約形

図の問題では，エージェントはN = {1, 2, 3}，コスト
は (c01, c02, c03, c12, c13, c23) = (6, 5, 4, 2, 6, 2) となっ
ている．最小木は {{0, 3}, {3, 2}, {2, 1}}，最小コスト
は 8である．右図はその既約形である．

3. 協力ゲーム

Bird [2]は最小木問題に対するコスト分配方法を協
力ゲーム理論を用いて議論するために，最小木問題に
対して譲渡可能効用を持つ提携形ゲームと関連付けた．
本稿では，譲渡可能効用を持つ提携形ゲームを簡単に
ゲームと呼ぶ．
ゲームは (N, v) で定義される．N = {1, 2, . . . , n}

は有限集合である．各要素 i ∈ N はエージェントま
たはプレイヤーと呼ばれ，N の非空な各部分集合 S

は提携と呼ばれる．特に N は全体提携と呼ばれる．
v : 2N → R, v(∅) = 0 は特性関数と呼ばれる．v(S)

は提携 S の利得やコストと解釈される．本稿ではゲー
ムを最小木問題と関連付けるので，v(S) はコストと
する．エージェント集合が明らかな場合，特性関数 v

のみをゲームと呼ぶ．各 ∅ �= S, T ⊆ N について，
v(S ∪ T ) + v(S ∩ T ) ≤ v(S) + v(T )を満たすゲーム
を，凹ゲームと呼ぶ．
ゲームの解とは，各ゲーム (N, v)に対して，n次元

実数ベクトルを割り当てる関数である．一点 x ∈ RN

のみを割り当てる解を一点解，集合 X ⊆ RN を割り
当てる解を集合解と呼ぶ．
代表的な一点解として，Shapley値がある．Shapley

値の定義を与えるために，限界貢献度ベクトルを導入す
る．πを N に対する順列とする．i = 1, 2, . . . , nに対
して π(i)は i番目のエージェントを表す．順列の全体
集合をΠN で表す．πの順列で，エージェント i ∈ N よ
り前のエージェントの集合をπi = {j ∈ N | π−1(j) ≤
π−1(i)}で表す．π に関する (N, v)の限界貢献度ベク
トルはmπ

i (N, v) = v(πi)− v(πi \ {i})と定義される．
限界貢献度ベクトルも (N, v) の解となる．(N, v) の
Shapley値 Sh(N, v)は，その限界貢献度ベクトルの平

均で与えられる．

Sh(N, v) =
1

|ΠN |
∑

π∈ΠN

mπ(N, v) (1)

Shapley値の性質として，凹ゲームの場合，その拡張
がエージェント単調分配スキーム (population mono-

tonic allocation scheme)となることが知られている．
エージェント単調分配スキームとは，次の条件を満た
すベクトル x = (xS

i )∅�=S⊆N,i∈S である．

∑
i∈S

xS
i = v(S), for ∅ �= S ⊆ N

xS
i ≥ xT

i i ∈ S, for ∅ �= S ⊆ T ⊆ N (2)

命題 1（[22]）. (N, v)が凹ゲームならば，拡張された
Shapley値 (Sh(S, v|S))∅�=S⊆N はエージェント単調分
配スキームである．ここで，各 ∅ �= S ⊆ N について
v|S は，v|S(T ) = v(T ), T ⊆ S で与えられる．

代表的な集合解としてコア1がある．

C(N, v) =

{
x ∈ RN

∣∣∣∣∣ x(S) ≤ v(S), S ⊂ N

x(N) = v(N)

}
(3)

ここで，x(S) =
∑

i∈S
xi である．コアと Shapley値

の関係として，以下の命題がある．

命題 2（[23]）. 凹ゲーム (N, v)に対して，Sh(N, v) ∈
C(N, v)が成り立つ．

最小木問題を反映したゲームを定義する．エージェ
ントの部分集合 S ⊂ N が与えられたとき，コストベ
クトルの S0 への制限 c|S0 = (ce)e∈[S0]2 を定義する．
(S0, c|S0) を S で誘導された (N0, c) の部分問題と呼
ぶ．特性関数 vc を次のように与えることにより，最小
木ゲーム (N, vc) を定義する．各 ∅ �= S ⊆ N に対し
て vc(S) = OPT(S0, c|S0)とする．
問題が既約の場合，最小木ゲームは凹となる．

命題 3（[3, 16, 21]）. c ∈ ICN0 を既約コストベクト
ルとする．vc は凹である．

4. 分配ルール

本節では種々の分配ルールを導入する．導入する分
配ルールが，以下の六つの基本的な性質を満足するか

1 提携値が利得を表す場合は，定義の不等式が逆になる．
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についても議論する．

定義 1. f を分配ルールとする．
• Core Selection (CS)：各問題 (N0, c) に対して，
f(N0, c) ∈ C(N0, vc)が成立する．

• Cost Monotonicity (CM)：二つの問題 (N0, c)と
(N0, c

′) に対して，ある i ∈ N0 と j ∈ N0 で
c{i,j} < c′{i,j}，それ以外で ce = c′e, e �= {i, j}な
らば，fi(N0, c) ≤ fi(N0, c

′)となる．
• Continuity (CON)：各N について，f(N0, c)は
コストベクトル c ∈ CN0 に関して連続である．

• Positivity (POS)：各問題 (N0, c) に対して，
f(N0, c) ≥ 0が成立する．

• Equal Treatment Equality (ETE)：二つの問題
(N0, c) と (N0, c

′) と i, j ∈ N に対して，すべ
ての k ∈ N0 について c{i,k} = c′{j,k} ならば，
fi(N0, c) = fj(N0, c

′)となる．
• Polynomial Complexity (PC)：各問題 (N0, c)に
対して，f(N0, c)は，nに関する多項式時間で計
算できる．

4.1 Birdルール
Bird [2]は，最小木から簡単に求められる分配ルー

ル（Birdルール）を提案し，それが CSを満たすこと
を示した．T ∈ T (N0, c) を最小木とする．ρT (i) を
0 から i への路で iの直前の頂点とする．T に関する
Bird ルールは BT

i (N0, c) = c{ρT (i),i} と定義される．
BT (N0, c)はコア C(N0, vc)の要素であることが知ら
れている [2, 5]．
問題に対して最小木が複数ある場合，上のBirdルー

ルによる分配を与えるためには，最小木を一つ選択す
る必要がある．この自由度を回避する一つの方法とし
て，複数の最小木に関するルールの凸結合をとること
が考えられる．次のルールは Duttaと Kar によって
与えられた [13]．本稿ではこれを Birdルールと呼ぶ．

B(N0, c) =
1

|ΠN |
∑

π∈ΠN

BTπ(N0,c)(N0, c) (4)

ここで，T π(N0, c) は，Prim アルゴリズム [24] と順
列 π で一意に決まる最小木である．Prim アルゴリズ
ムでは，ソース 0からはじめ，現在の部分木に最小コ
ストの枝で接続できる節点を選択し，部分木を膨らま
せていく．最小コストで接続できる節点が複数ある場
合，順列 π で若い番号の節点が選択される．
上述したとおり Birdルール B は CSを満たす．定

義から，明らかに Birdルールは POSと ETEを満た

す．Birdルールが PCを満たすかは知られていない2．

命題 4（[2, 5, 16]）. Bird ルール B は CS，ETE，
POSを満たす．

Birdルールによる分配は最小木に依存するため，枝
のコストに関して不連続に変化する．さらに，コスト
単調性 CMを満たさないため，あるエージェントは自
身が関係する枝のコストを上げることによって，その
エージェントが負担するコストを減らすことができる
場合がある．

4.2 Karルール
Shapley値は協力ゲームの理論における標準的な解

（分配ルール）であり，最小木問題が協力ゲームと関連
付けられることから，Shapley値を用いた分配ルール
を考えることは自然である．

K(N0, c) = Sh(N0, vc) (5)

この分配ルールは Kar [12] によって提案されたた
め，Karルールと呼ばれる．さらに，Karはこのルー
ルの公理的特徴付けも提案している [12]．
KarルールはCMを満たし，また，Shapley値に基

づくため CONと ETEを満たす．

命題 5（[16]）. Kar ルール K は CM，CON，ETE

を満たす．

しかし，Shapley 値がそうであるように，一般に，
Karルールは POSと CS を満たさない．特に，POS

を満たさないので，問題によっては，Karルールによ
る分配によって利益を得るエージェントが存在する．

4.3 folkルール
folk ルールは複数の研究者によって様々な視点か

ら定義・提案されている [9, 10, 16, 20]．ここでは，
Bergantiños と Vidal-Puga [16]による既約形を用い
た定義を紹介する．folkルール F は既約最小木ゲーム
の Shapley値によって定義される．

F (N0, c) = Sh(N0, vc�) (6)

folk ルールが CS を満たすことは，命題 3 よ
り (N0, vc�) が凹ゲームであること，C(N0, vc�) ⊆
C(N0, vc)，命題 2 より凹ゲームのとき Shapley 値は
コアに含まれることからわかる．コストベクトルから
その既約形への変換の性質と，Karルール（Shapley

2 Bogomolnaia らは最小木に関する Bird ルールに一様の
重みを与えて平均を取ったルールが PC を満たすことを示
している [20]．
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値）の性質から，folkルールが CM，CON，ETEも
満たすこともわかる．次節で述べる責任ルールは，folk
ルールの一般化であるが，責任ルールの定義から，folk
ルールが POSと PCを満たすことがわかる．

命題 6（[9, 16, 20]）. folk ルール F は CS，CM，
CON，POS，ETE，PCを満たす．

つまり，folkルールは上述のすべての性質を満たす．
さらに，このルールは，後で述べるエージェントとコ
ストベクトルに関する二つの単調性と，コストベクト
ルに関する特殊な線形性を持つ．これらの理由により，
folkルールは最小木問題に対する標準的な分配ルール
と考えられる．

4.4 責任ルール
Tijs ら [11] は分配ルールのクラスとして責任ルー

ル (obligation rule) を提案した．責任ルールでは，
Kruskal アルゴリズム [24] によって最小木が構築さ
れる過程で，エージェントのコスト負担が決定される．
アルゴリズムでは最小木の枝が逐次的に選択されるが，
あらかじめ決められたプロトコルに従って，選択され
た枝に対する各エージェントの責任度が決まり，負担
するコストが計算される．
責任ルールの定義を述べる．はじめに，責任関数

(obligation function)を与える．単体をΔ(N) = {x ∈
RN

+ | x(N) = 1} で表し，S ⊆ N に対する部分単体
Δ(S) = {x ∈ Δ(N) | x(S) = 1}で表す．責任関数は，
S ⊂ T ⊆ N と i ∈ S に対して，oi(S) ≤ oi(T )を満
たす o(S) ∈ Δ(S), ∅ �= S ⊆ N である．oi(S)は，ア
ルゴリズムの過程で集合 S が連結した時点での i ∈ S

の残余責任度であると考えられる．
責任関数 oが与えられると，N0の各分割 θに対して

責任写像 (obligation map) ô(θ) =
∑

S∈θ,S ��0
o(S)が

定義される．θ(i)を iを含む θの成分とする．ここで，
任意の i ∈ N に対して，0 ∈ θ(i)とすると，ôi(θ) = 0

となることに注意する．
与えられた責任関数 oに対して，責任ルールを定義す

る．まず，Kruskalアルゴリズムによって得られた最小
木の枝を，アルゴリズムで選択された順に e1, e2, . . . , en

と並べる．ce1 ≤ ce2 ≤ · · · ≤ cen となる．グラフ
{e1, e2, . . . , ek} の連結成分による N0 の分割を θk+1

とする．責任ルール φô(N0, c)は以下のように求まる．

φô(N0, c) =
m∑

k=1

cek (ô(θ
k)− ô(θk+1)) (7)

この値は枝の選択 e1, e2, . . . , en に依存しない [11]．

任意の責任関数 oに対する責任ルール φô は既約形
のコアに含まれる [9]ので，CSを満たす．また，その
定義から，φô は CM，CON，POS，PC を満たすこ
とがわかる．

命題 7（[9, 19]）. 責任ルール φôは CS，CM，CON，
POS，PCを満たす．

一般の責任ルールは ETE を満たさないが，次の責
任関数から生成される ERO (Equal Remaining Obli-

gation)ルールは ETEを満たす．

o∗
i (S) =

⎧⎨
⎩1/|S| i ∈ S

0 i �∈ S
(8)

さらに，Bergantiños と Kar [14]は，EROルールは
ETEを満たす唯一の責任ルールであること，また，そ
れは folkルールと一致することを示した．
ここで分配ルールに対する新たな性質を導入する．

定義 2. f を分配ルールとする．
• Piece-wise Linearity (PL)：二つの問題 (N0, c),

(N0, c
′)に対して，枝の順列 σが存在して，cσ(1) ≤

cσ(2) ≤ · · · ≤ cσ(m) かつ c′σ(1) ≤ c′σ(2) ≤
· · · ≤ c′σ(m) と共通に昇順に並べることができ
るならば，二つの非負の実数 a, a′ ≥ 0 に対し
て f(N0, ac+ a′c′) = af(N0, c) + a′f(N0, c

′)と
なる．

• Strong Cost Monotonicity (SCM)：二つの問
題 (N0, c) と (N0, c

′) に対して，c ≤ c′ ならば
f(N0, c) ≤ f(N0, c

′)である．
• Population Monotonicity (PM)：各問題 (N0, c)

に対して，(f(S0, c|S0))∅�=S⊆N は (N, vc)におけ
るエージェント単調分配スキームである．

責任ルールは，その定義から，PLを満たすことがわ
かる．また，Tijsら [11]は責任ルールが SCMと PM

を満たすことを示した．

命題 8（[10, 11]）. 任意の責任ルールは PL，SCM，
PMを満たす．

責任ルールの特徴的な性質として，以下の Reduc-

tionismが挙げられる．

定義 3. f を分配ルールとする．二つの問題 (N0, c),

(N0, c
′) に対して，c� = (c′)� ならば f(N0, c) =

f(N0, c
′)であるとき，f は Reductionism (RED)を
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満たすという．ここで，c� と (c′)� はそれぞれ cと c′

の既約形である．

SCM と分配の有効性より RED を導くことができ
るので，すべての責任ルールは REDを満たす．

5. 分配ルールの公理的特徴付け

本節では folkルールとその一般化である責任ルール
の公理的特徴付けについて紹介する．folkルールの公理
系は，Feltkampら [9]，Branzeiら [10]，Bergantiños
と Vidal-Puga [16, 17] によって提案されている．責
任ルールの公理系は，Lorenzoと Lorenzo-Freire [19]，
Bergantiños と Kar [14]，Bergantiños ら [25]によっ
て提案されている．
分配ルールの形式に大きく影響する公理として，PL

と REDがあるが，責任ルールはPLと，REDを強め
た公理である SCMを満たす．さらに，分配ルールが責
任関数の部分集合に関する単調性を持つためにはPM

が十分となる．これらは責任ルールの公理系となる．

定理 1（[14]）. fを分配ルールとする．fがPL，SCM，
PM を満たすとき，かつそのときに限り，責任関数 o

が存在して，f = φô となる．

この三つの公理が folkルールの十分条件になること
を簡単に述べる．PLから，0-1コストの最小木問題に
対して分配ルールを与えれば，問題全体の分配ルール
が定まる．SCMから導出される REDから，0-1コス
トの最小木問題に対する分配ルールは，その連結成分
による分割のみに依存する．PMから，分配ルールは
非負性が保証されない責任関数による責任ルールにな
る．最後に，PMと SCMから責任関数は非負となる．
BergantiñosとKar [14]は，定理 1の PLを弱めた

公理系も示した．次の公理を導入する．

定義 4. f を分配ルールとする．二つの最小木問題
(N0, c) と (N0, c

′) に対して，c{0,i} = max{ce | e ∈
[N0]

2} かつ c′{0,i} = max{c′e | e ∈ [N0]
2} がすべ

ての i ∈ N について成り立つならば，任意の非負
の a ≥ 0 について，fi(N0, c + abN) − fi(N0, c) =

fi(N0, c
′ +abN )−fi(N0, c

′)が各 i ∈ N で成り立つと
き，f は CSEC (Constant Share of Extra Cost) を
満たすという．ここで，bN ∈ CN0 は，すべての i ∈ N

について {i, 0}成分の値が 1であり，その他は 0であ
るコストベクトルである．

CSECは，各エージェントについて，ソースに接続
するコストが他のエージェントに接続するコスト以上

であり，さらに，ソースと接続するコストが全エージェ
ントで等しい状況ならば，ソースとの接続コストがさ
らに一定値増加したとき，各エージェントのコストの
増加分は問題に依存しないことを要請している．明ら
かに PLは CSECを導く．

定理 2（[14]）. f を分配ルールとする．f が CSEC，
SCM，PMを満たすとき，かつそのときに限り，責任
関数 oが存在して，f = φô となる．

三つの公理が責任ルールの十分条件となることを簡
単に述べる．RED から既約問題 (N0, c

�)に対する分
配のみを考えればよい．既約問題は，PMによりエー
ジェントの少ない既約問題に分解できるか，または，
CSECの前提条件を満たす．CSECの前提条件を満た
せば，PM を適用できる既約問題と，責任関数 o(N)

を定める問題 (N0, b
N)3に分解できる．このように PM

と CSECを適用していくと，結局，責任関数を定める
問題のみに分解され，分配ルールは責任ルールとなる．
ここで，責任関数の非負性と単調性は，SCM と PM

から保証される．
この公理系に ETE を加えると，folk ルールの公理

系になる．このとき，ETEがあるので，分配の非負性
を考慮する必要がなく，SCMをREDに弱めることが
できる．さらに，ETEのために，責任関数の単調性を
考慮する必要がなくなり，PMを次の Separabilityに
弱めることができる．

定義 5. f を分配ルールとする．各最小木問題
(N0, c)とN の分割 {S, T}に対して，OPT(N0, c) =

OPT(S0, c|S0) + OPT(T0, c|T0)が成り立つならば，

fi(N0, c) =

⎧⎨
⎩fi(S0, c|S0) i ∈ S

fi(T0, c|T0) i ∈ T
(9)

となるとき，f は SEP (Separability)を満たすという．

SEP は，共通部分を持たない二つのグループ S と
N \Sが協力してネットワークを構築したとき，その全
体のコストが協力しなかった場合と変化しなければ，コ
スト分配も変化しないことを要請する．明らかに PM

から SEPが導出できる．

定理 3（[15]）. f を分配ルールとする．f が CSEC，
RED，SEP，ETEを満たすとき，かつそのときに限

3 o(N) = f(N0, bN ) とする．
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り，f = F となる．

6. おわりに

本稿では，最小木問題のコスト分配に対する公理的ア
プローチを解説した．様々な分配ルールを紹介したが，
その中で folkルールは，多くの望ましい性質を満たし，
さらに，区分的線形性 (PL)，強コスト単調性 (SCM)，
エージェント単調性 (PM)および平等性 (ETE) とい
う妥当な公理によって特徴付けられるため，最小木問
題に対する標準的な分配ルールであるといえる．しか
し，folkルールは，既約主義 (RED)を満たすため，問
題によっては合理的ではない分配を与える [20]．
folkルールでは最小木問題を既約形に帰着させてか

ら分配を求めている．既約形の場合，分配ルールの性
質の議論が非常に容易になる．他の最適化問題に対す
るコスト分配に対しても，この既約形によるアプロー
チを適用できるかは今後の課題として挙げられる．
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