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レヴィー過程上の最適停止問題とその応用
山崎　和俊

レヴィー過程上の最適停止問題に関して，理論と応用を解説する．最適停止問題はアメリカ型オプション
の価格評価に代表されるように様々な応用があり，また smooth/continuous fit 原理など解法のための様々
な理論が存在する．ブラウン運動などの連続過程上でのモデルが大半であるものの，今日ではジャンプを含
むレヴィー過程への拡張も盛んになってきている．本稿では，ジャンプが常に下向きであるスペクトラリー・
ネガティブなレヴィー過程の無期限最適停止問題に焦点を当て，最新の研究結果を紹介する．
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1. はじめに

行動を起こすタイミングによって利得またはコスト
が左右される状況は様々存在する．最適停止問題は，こ
のような環境下での利得の最大化またはコストの最小
化を目的として最適なタイミングの解析を行う．（応
用）確率論の分野では，主に確率過程を用いて不確実
性を表現し，その生成するフィルトレーション（情報の
列）の停止時刻の中で最適なものを選び出す問題を考
える．古典的な逐次仮説検証 (sequential hypothesis

testing)/変化点検出 (change point detection) から，
ファイナンスにおけるアメリカ型オプションの価格評
価まで，その応用は様々である．
本稿では連続時間・無限期間の最適停止問題に焦点

を当て，その中でも不確実性がレヴィー過程で生成さ
れるモデルについて解説する．連続時間最適停止問題
ではブラウン運動などの連続過程によるモデルが主流
であるものの，近年はWiener-Hopf/周遊 (excursion)

理論の発展（[1, 2]を参照）とともに，ジャンプを伴う
レヴィー過程への拡張が可能になってきている．例え
ば，無限期間アメリカ型オプションではMordecki [3]

らによって，原資産が幾何レヴィー過程に従う場合に
ついて，最適解がWiener-Hopf factor を用いて表現
出来ることが示されている．また，ジャンプが常に下
向き（スペクトラリー・ネガティブなレヴィー過程）の
場合には尺度関数 (scale function) を用いて，様々な
理論的・応用的結果が得られている．
本稿では，主に [4]と [5]で扱われているスペクトラ

リー・ネガティブなレヴィー過程の最適停止問題に焦
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点を当て，最新の最適停止理論について解説する．

2. 最適停止問題

確率空間 (Ω,F , P) 上にマルコフ過程 X = {Xt :

t ≥ 0} を定義する．また，条件付確率 Px 上では
X0 = x ∈ R であり，Ex をその期待値とする（特
に，P ≡ P0, E ≡ E0とする）．さらに，確率過程X に
よって生成されるフィルトレーションを F := (Ft)t≥0

とし，S を F-停止時刻の集合とする．
割引率を q > 0 とし，関数 g, f : R → R はともに

局所的に有界な可測関数と仮定する．ここで，すべて
の停止時刻 τ ∈ S について，期待利得

u(x, τ ) := Ex

[
e−qτg(Xτ)1{τ<∞}

+

∫ τ

0

e−qtf(Xt)dt

]
,

を定義する．最適停止問題はこの期待利得の最大化，つ
まり

u(x) := sup
τ∈S

u(x, τ ), (2.1)

の計算を目的とする．ここで u : R → Rを（最適）価値
関数と呼び，u(x, τ ∗) = u(x)となる停止時刻 τ ∗ ∈ S
が存在する場合，τ ∗ を最適停止時刻と呼ぶ．
最も代表的な例として，無限期間アメリカ型プッ

トオプションの現在価値は原資産価格を expXt かつ
行使価格を K としたときの価値関数であり，つまり
g(x) = (K − exp(x))+ f ≡ 0としてモデル化される．

3. レヴィー過程

本稿では，前節のマルコフ過程X がレヴィー過程の
場合の最適停止問題 (2.1)に焦点を当てる．そのため，
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本節ではレヴィー過程についての解説を行う．
レヴィー過程X = {Xt : t ≥ 0}は確率 1で cádlág

な軌跡を持ち，時刻 s から t までの増分 Xt − Xs が
Xt−s の分布と等しく，さらに {Xu : u ≤ s} と独立
となる確率過程である．ブラウン運動，（複合）ポワソ
ン過程や安定過程などの古典的なものを始め，ファイ
ナンス等の分野で用いられる CGMY 過程，variance

gamma過程，normal inverse Gaussian過程まで，こ
のような性質を持つ確率過程は多岐にわたる．
レヴィー過程の一つの特徴づけとしてラプラス指数

(Laplace exponent)が通常用いられる．すべての純虚
数 β = isについてラプラス指数

ψ(β) := E
[
eβX1

]
を定義する．ここで，Lévy–Khintchineの公式を用い
ると

ψ(β)=cβ +
1

2
σ2β2 +

∫
R\{0}
（eβz − 1

− βz1{0<|z|<1}）Π(dz) (3.1)

と分解することができる．ここで用いられる (c, σ,Π)

は Lévy tripletと呼ばれ，c ∈ R, σ ≥ 0，レヴィー測
度 Πは R\{0} 上の σ− finite な測度であり，∫

R\{0}
(1 ∧ z2)Π(dz) <∞

を満たす．レヴィー過程は確率 1で有界変動または無
限変動の軌跡を持つ：有界変動な軌跡を持つ必要十分
条件は σ = 0でかつ∫

R\{0}
(1 ∧ |z|) Π(dz) <∞, (3.2)

である．また，(3.2)を満たすとき，

μ := c+

∫
(−1,1)\{0}

zΠ(dz)

と定義すると

ψ(β) = μβ +
1

2
σ2β2 +

∫
R\{0}

(eβz − 1)Π(dz),

と記述できる．特に，単調な軌跡を持つレヴィー過程
を subordinatorと呼ぶ．

3.1 スペクトラリー・ネガティブなレヴィー過
程と尺度関数 (scale function)

レヴィー過程の中でジャンプが常に下向きでかつsub-

ordinator でないものをスペクトラリー・ネガティブ

なレヴィー過程と呼ぶ．つまり，Πは (−∞, 0) で台を
持つ．
次に，ある固定された q ≥ 0について q-尺度関数

W (q) : R → [0,∞),

を以下のように定義する．まず，(−∞, 0)では一様に
ゼロ値を取り，[0,∞)では連続で単調増加し，ラプラ
ス変換

∫ ∞

0

e−sxW (q)(x)dx =
1

ψ(s)− q
, s > Φ(q),

で定義される．ここで，スペクトラリー・ネガティブ
なレヴィー過程の場合，(3.1)で表されるラプラス指数
ψ の表現はすべての正の実数 s > 0について拡張する
ことができることに注意する．また，

Φ(q) := sup{λ ≥ 0 : ψ(λ) = q}, (3.3)

であり，ラプラス指数は ψ(0) = 0, [0,∞) で凸，
limx→∞ ψ(x) = ∞ を満たすため，Φ(q) ∈ [0,∞) は
常に定義できる．特に q > 0または ψ′(0+) < 0の場
合には Φ(q) > 0となる．
尺度関数W (q)(x)を用い，x ∈ Rについて以下の関

数を定義する：

W
(q)

(x):=
∫ x
0
W (q)(y)dy,

Z(q)(x):= 1 + qW
(q)

(x),

Z
(q)

(x) :=
∫ x
0
Z(q)(z)dz.

ここで，W (q) は (−∞, 0)上でゼロ値を取るため，

Z(q)(x) = 1, Z
(q)

(x) = x, x ≤ 0,

である．
尺度関数は様々な期待値の計算に用いられる．ここ

では，最も基本的な用法として，到達時刻に関しての
結果を紹介する．まず，閾値 b ∈ Rについて

τ−
b :=inf {t ≥ 0 : Xt ≤ b} ,
τ+
b :=inf {t ≥ 0 : Xt ≥ b} , (3.4)

を定義する．このとき，任意の b > 0 と x ≤ b につ
いて

Ex

[
e−qτ

+
b 1{τ+b <τ−0 }

]
=
W (q)(x)

W (q)(b)
,

Ex

[
e−qτ

−
0 1{τ+b >τ−0 }

]
=Z(q)(x)− Z(q)(b)

W (q)(x)

W (q)(b)
,

と記述できる．また，後者の極限を取ることで
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Ex

[
e−qτ

−
0

]
= Z(q)(x)− q

Φ(q)
W (q)(x), x ∈ R,

(3.5)

となることもわかる．
任意の λ ≥ 0について，測度変換

dPλ

dP

∣∣∣∣
Ft

= exp(λXt − ψ(λ)t), t ≥ 0, (3.6)

を定義する（[2] の 213 ページを参照）．確率測度 P
λ

上での X の尺度関数を W (q)
λ と Z(q)

λ とする．このと
き，[2]の Lemma 8.4より，

W (q−ψ(λ))

λ (x) = e−λxW (q)(x), x ∈ R　 (3.7)

となる．また

WΦ(q)(x) := W (0)

Φ(q)(x) = e−Φ(q)xW (q)(x), x ∈ R,

は増加関数であり，

lim
x→∞

WΦ(q)(x) = ψ′(Φ(q))−1

を満たす．
尺度関数のゼロ地点での連続性と (0,∞) 上での滑

らかさはX の変動によって異なる．まず，前者に関し
ては，

W (q)(0) =

⎧⎨
⎩
0, X が無限変動の場合，
1

μ
, X が有界変動の場合，

W (q)′(0+)

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2

σ2
, σ > 0のとき,

∞, σ = 0,Π(−∞, 0) = ∞のとき,
q +Π(−∞, 0)

μ2
, σ = 0,Π(−∞, 0) <∞のとき,

を満たす．また，後者に関しては，Chan et al. [6]等
の研究によって様々な性質がわかっており，例えば X

が無限変動またはレヴィー測度が原子を持たない場合，
尺度関数は微分可能性を満たす．
最後に，尺度関数は対数凹関数である．つまり，

W (q)′(x+) と W (q)′ (x−) を尺度関数のそれぞれ右微
分と左微分としたとき，

W (q)′ (y+)

W (q)(y)
≤ W (q)′ (x+)

W (q)(x)
, y > x > 0

であり，またすべての x > 0 について W (q)′(x−) ≥
W (q)′(x+)である．

4. 閾値戦略

無期限最適停止問題では，多くの場合 (3.4) で定
義される閾値戦略に焦点を当て，さらに continu-

ous/smooth fit 原理などを用いて閾値を適当に選ぶ
ことで，候補となる解を得る．本節では閾値戦略 τ−

A

に関しての解析を行った [4]の結果を紹介する．
すべての A ∈ Rについて，閾値戦略 τ−

A の得る期待
利益を

uA(x) := u(x, τ−
A ), x ∈ R,

と表す．ここで，特に x ≤ Aのときは uA(x) = g(x)

となる．
関数 uA(x)は x > A の場合に，レヴィー測度と尺

度関数を用いて解析的に表現することができる．関数
f : R → Rと x,A ∈ Rについて

Ψf(A):=

∫ ∞

0

e−Φ(q)yf(y + A)dy,

Θf(x;A):=

∫ x

A

W (q)(x− y)f(y)dy,

と定義し，また

ρ(q)

g,A :=
∫
(−∞,0)

Π(du)
∫ |u|
0

e−Φ(q)z

×(g(z + A+ u)− g(A))dz,

ϕ(q)
g,A(x) :=

∫
(−∞,0)

Π(du)
∫ |u|∧(x−A)

0

×W (q)(x− z − A)

×(g(z +A+ u)− g(A))dz,

とする．
これらの関数が存在しかつ有限の場合，x > Aにつ

いて，
uA(x) = Γ1(x;A) + Γ2(x;A) + Γ3(x;A), (4.1)

と表される．ただし，

Γ1(x;A):=g(A)

×
[
Z(q)(x−A)− q

Φ(q)
W (q)(x− A)

]
,

Γ2(x;A):=W
(q)(x− A)ρ(q)

g,A − ϕ(q)
g,A(x),

Γ3(x;A):=W
(q)(x− A)Ψf(A)−Θf(x;A),

である．
Egami and Yamazaki [4]では閾値 Aで微分するこ

とによって，∂uA(x)/∂Aがゼロになるための条件につ
いて解析を行っている．具体的には，A ∈ Rについて

Λ(A) := − q

Φ(q)
g(A)− σ2

2
g′(A) + ρ(q)

g,A +Ψf(A),

(4.2)
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と定義したとき，x > A について，uA(x)の A に関
する一階微分は

∂

∂A
uA(x) = −eΦ(q)(x−A)W ′

Φ(q)(x− A)Λ(A),

となる．ここで，−eΦ(q)(x−A)W ′
Φ(q)(x− A) < 0にな

ることに注意すると，閾値が有限の場合は

Λ(A) = 0 (4.3)

が，Aが最適閾値になるための必要条件であることが
分かる．
さらに [4]では，X が有界変動を持つときには条件

(4.3)が continuous fit条件

uA(A+) := lim
x↓A

uA(x) = g(A)

に等しく，σ > 0の場合に smooth fit条件

u′
A(A+) := lim

x↓A
u′
A(x) = g′(A)

と等しいことが示されている．つまり，最適性の証明
にさらに必要となる関数の滑らかさが，同時に満たさ
れることになる．

5. 応用例

前節で述べられた条件 (4.3) は最適性の必要条件で
あり，十分条件ではない．一般的には，解の最適性の証
明には関数 g と f の具体的な形が必要になる．本節で
は最適性が証明できる例として [5]の結果を紹介する．
まず，停止時の利得関数は

g(x) = K − bx−
N∑
i=1

cie
aix, x ∈ R, (5.1)

の形で表されると仮定する．ここで，K ∈ R, b ≥ 0，
かつ ci, ai > 0, 1 ≤ i ≤ N , N ≥ 0とする．また，一
般性を失うことなく，すべての i 
= j について ai 
= aj

と仮定する．
関数 f に関しては連続で増加関数とし，

max(−f(x), 0) は x ↓ −∞ になるにつれてその
増加はせいぜい多項式的であり，また x ∈ Rについて∫∞
0
e−Φ(q)y max(f(y + x), 0)dy <∞とする．このと

き，Ψf は存在し有限であり，(4.1)についても同様の
ことが言える．
また，X のレヴィー測度については∫

(−∞,1]

eε|u|Π(du) < ∞

となる ε > 0が存在すると仮定する．特にこの場合

EX1 = ψ′(0+) ∈ (−∞,∞) (5.2)

が満たされる．

補題 5.1. 関数 f と g とレヴィー測度Πが上記の条
件を満たすとする．また a > 0について

�q(a) :=⎧⎪⎨
⎪⎩
q − ψ(a)

Φ(q) − a
, a 
= Φ(q)

ψ′(Φ(q)) = lima→Φ(q)

q − ψ(a)

Φ(q)− a
, a = Φ(q)

⎫⎪⎬
⎪⎭

と定義する．
このとき，すべての A ∈ Rについて (4.2)は

Λ(A)=− q

Φ(q)
K + b

(
q

Φ(q)2
+
qA− ψ′(0+)

Φ(q)

)

+

N∑
i=1

cie
aiA�q(ai) + Ψf(A)

と表される．

上記の補題において，ψ の凸性からすべての a > 0

について �q(a) > 0 である．このため Λ(A) は連
続でかつ増加関数であることがわかる．そのため，
limA↓−∞ Λ(A) < 0 < limA↑∞ Λ(A) のときには，
Λ(A∗) = 0となる一意の解A∗ ∈ Rが存在する．一方
で，limA→−∞ Λ(A) ≥ 0 のときには A∗ = −∞ と定
義し，limA→∞ Λ(A) ≤ 0のときにはA∗ = ∞とする．
また，関数 g が定数の場合を除き，A∗ <∞であるこ
とが確認できる．
このように定義されたA∗ ∈ [−∞,∞]を用いて，価

値関数の候補uA∗ (x)が得られる．ここで，uA∗(x)は関
数 g の表現 (5.1)より簡略的に記述することができる．
まず，g の線形項については，[7]の Proposition 2

と (5.2)より，

Ex[e
−qτ−0 X

τ
−
0
] = Z

(q)
(x)− ψ′(0+)

Z(q)(x)− 1

q

− q − ψ′(0+)Φ(q)

Φ(q)2
W (q)(x), x ∈ R,

と書ける．さらに (3.5)を用い，任意の x,A ∈ Rにつ
いて

Ex[e
−qτ−

AX
τ
−
A
] = Z

(q)
(x− A) +

ψ′(0+)

q

+

(
A− ψ′(0+)

q

)
Z(q)(x− A)

− q − ψ′(0+)Φ(q) + qAΦ(q)

Φ(q)2
W (q)(x− A)
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と記述される．
次に g の指数項に関しては，(3.5)と測度変換 (3.6)

を両用することで測度変換後の尺度関数 (3.7) を使っ
て簡潔に記述できる（[2], Exercise 8.7(ii)を参照）．ま
とめると，

uA(x)

= K

(
Z(q)(x− A)− q

Φ(q)
W (q)(x− A)

)

−
N∑
i=1

cie
aix
(
Z(q−ψ(ai))
ai

(x− A)

−�q(ai)W
(q−ψ(ai))
ai

(x− A)
)

−b
[
Z

(q)
(x− A)+

(
A− ψ′(0+)

q

)
Z(q)(x−A)

+
ψ′(0+)

q

− q − ψ′(0+)Φ(q) + qAΦ(q)

Φ(q)2
W (q)(x− A)

]

+W (q)(x− A)Ψf(A)−Θf(x;A)

となる．
さらに，A∗ ∈ (−∞,∞)のときには，A∗が (4.3)を

満たすことから，

uA∗(x)

= KZ(q)(x− A∗)

− b

[
Z

(q)
(x− A∗) +

(
A∗ − ψ′(0+)

q

)

× Z(q)(x− A∗) +
ψ′(0+)

q

]

−
N∑
i=1

cie
aixZ(q−ψ(ai ))

ai
(x− A∗)−Θf(x;A

∗)

と簡略化できる．また，A∗ = ∞のときには uA∗ ≡ g

となり，A∗ = −∞のときには [2]の Corollary 8.9を
用いて，

uA∗(x)=E

[∫ ∞

0

e−qtf(Xt)dt

]

=

∫ ∞

−∞

(
Φ′(q)e−Φ(q)(y−x) −W (q)(x− y)

)
×f(y)dy,

となる．
尺度関数の滑らかさより，uA∗(x)は R\{A∗} 上で

C1 であり，特にX が無限変動を持つとき C2 である．
また，−∞ < A∗ < ∞ の場合，点 A∗ においても

continuous/smooth fit 条件が満たされることが容易

に確かめることができる．具体的には，
1. Z(q)(0) = Z(q−ψ(ai ))

ai
(0) = 1 および

limx↓A∗ Θf (x;A
∗) = 0 から continuous fit

uA∗(A∗+) = g(A∗)が成り立つ．
2. 特に，X が無限変動を持つ場合，W (q)(0) =

W (q−ψ(ai))
ai

(0) = 0, Z(q)(0) = Z(q−ψ(ai ))
ai

(0) = 1,

limx↓AΘ′
f(x;A) = 0より，

u′
A∗(x)

= KqW (q)(x− A∗)− b
[
Z(q)(x− A∗)

+ q

(
A∗ − ψ′(0+)

q

)
W (q)(x−A∗)

]

−
N∑
i=1

cie
aix(q − ψ(ai))W

(q−ψ(ai))
ai

(x− A∗)

−
N∑
i=1

aicie
aixZ(q−ψ(ai ))

ai
(x− A∗)−Θ′

f(x;A
∗)

x↓A∗−−−→ −b−
N∑
i=1

aicie
aiA

∗
= g′(A∗),

となり，smooth fitが成り立つ．
この関数の最適性の証明には，マルチンゲール理論

に基づいた verification lemmaを用いる．つまり，X
の無限小生成作用素を十分に滑らかな関数 hについて

Lh(x)=ch′(x) +
1

2
σ2h′′(x)

+

∫
(−∞,0)

[h(x+ z)

− h(x)− h′(x)z1{−1<z<0}]Π(dz),

と定義したときに，

(L− q)uA∗(x) + f(x) ≤ 0, x ∈ R\{A∗},
uA∗(x) ≥ g(x), x ∈ R, (5.3)

を示す必要がある．この証明と verification lemmaの
詳細に関しては [5]を参照のこと．
以下，本節の主要結果を述べる．

定理 5.1. 閾値 A∗ ∈ [−∞,∞] を上記のように定め
るとする．このとき，以下が成り立つ．
1. −∞ < A∗ < ∞ の場合，停止時刻 τA∗ :=

inf {t ≥ 0 : Xt ≤ A∗}は最適停止時刻であり，価
値関数は u(x) = uA∗(x), x ∈ Rとなる．

2. A∗ = ∞ の場合，τ ∗ = 0が最適停止時刻となり，
価値関数は u(x) = g(x), x ∈ Rとなる．

3. A∗ = −∞の場合， τ ∗ = ∞が最適停止時刻とな
り，価値関数は
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u(x)=

∫ ∞

−∞

(
Φ′(q)e−Φ(q)(y−x) −W (q)(x− y)

)
×f(y)dy

となる．

6. おわりに

本稿ではレヴィー過程上の最適停止問題に関しての
近年の研究動向について紹介した．とりわけ，スペク
トラリー・ネガティブなレヴィー過程の場合には尺度
関数を用いて効率的な解析が可能である．
本稿で紹介した [4, 5]の他にも様々な研究結果が存

在し，例えばロシア型オプションに関しては [8]，信用
リスクへの応用に関しては [9, 10]などがある．また，
二者のプレイヤーがそれぞれの利得を最適化した際の
均衡を求める「最適停止ゲーム」への拡張も同様の手
法が有効であり，例えば [11, 12]では均衡上での価値
関数と最適戦略の組み合わせ（ナッシュ均衡）が尺度
関数を用いて解析的に得られている．
このように急速な発展を遂げる最適停止問題のレ

ヴィー過程モデルであるが，一方で連続確率過程の場
合に比べると，現存の理論的結果は非常に限定的であ
ることも事実である．連続確率過程の最適停止理論は
到達時刻での位置を確定的に制御できることに依存し
ており，同様の結果はジャンプを伴う場合には拡張がで
きない．また，スペクトラリー・ネガティブなレヴィー
過程から両向きのジャンプを持つ場合への一般化も難
解であり，解析的結果が得られるケースは phase-type

レヴィー過程 [13]，meromorphic レヴィー過程 [14]

などのWiener-Hopf factor が有理関数である場合に
限られる．このようにレヴィー過程の最適停止問題は，
レヴィー過程理論と共に発展してきている一方で，未
だ多くの未解決問題が存在し，依然注目すべき分野と
言える．
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