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単体法が生成する基底解の数の上界
北原　知就

単体法は，線形計画問題を解く最も有名なアルゴリズムである．Klee-Mintyが実際の反復回数が指数回に
なり得るという否定的な研究結果を発表したことにより，単体法の反復回数についてはあまり研究されてお
らず，反復回数についてのよい上界は得られていない．Klee-Mintyの結果のほかに，単体法の反復回数の解
析を難しくしているものとして，問題の退化がある．問題が退化していると，反復を行っても解が更新され
なかったり，巡回現象により反復を無限に繰り返す可能性がある．著者らは反復回数ではなく，生成される
実行可能基底解の数に注目し，いくつかの上界を得ることができた．本稿ではそれらの上界について，その
着想に触れながら，時系列に沿ってまとめる．
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1. はじめに

単体法は線形計画問題を解くための解法の一つであ
り，その効率性から，開発から 60年を過ぎた今日も，
実際に利用されている．Klee and Minty [9]が，実際
の反復回数が指数回になり得るという否定的な研究結
果を発表したことにより，単体法の反復回数について
はあまり研究されておらず，反復回数についてのよい
上界は得られていない．Klee-Mintyの結果のほかに，
単体法の反復回数の解析を難しくしているものとして，
問題の退化がある．問題が退化していると，反復を行っ
ても解が更新されなかったり，巡回現象により反復を
無限に繰り返す可能性がある．
そこで，単体法が生成する異なる実行可能基底解の

数に注目する．実行可能基底解の数は有限であるから，
この数は有限である．本稿の目的は，著者らが行った
単体法が生成する実行可能基底解の数の上界について
の最近の研究結果を，その着想に触れながら，時系列
に沿ってまとめることである．
著者らが行った研究では，解が更新されるときには

目的関数が改善するような単体法を採用した．上界の
研究は，次のような流れで行った．

(B-1) ピボット規則を Dantzigの規則に限定する．こ
の場合，解が更新される場合に最適値と目的関
数値の差が一定比率以上で減少することが示せ，
主問題の実行可能領域から定まるパラメータに
依存した上界が得られる．
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(B-2) ピボット規則を一般にとる．この場合，解が更
新される場合に目的関数値が一定値以上減少す
ることが示せる．このことから，主問題，双対
問題の制約条件から定まるパラメータに依存し
た上界が得られる．

(B-3) 0-1 多面体に注目する．目的関数ベクトルの各
要素が整数であれば，解が更新されると目的関
数値が 1以上減る．よって，頂点間の目的関数
値の差の最大値が得られれば，上界を得ること
ができる．

それぞれの事項について，順に説明する．
(B-1)に関して，Kitahara and Mizuno [7] はマル

コフ決定問題に対する Ye [13]の結果を，一般の標準
形線形計画問題に拡張した．そして，線形計画問題を
Dantzigの規則の単体法で解くとき，生成される異な
る実行可能基底解の数が，多くとも
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となることを示した．ここで，mは等式制約の数，n

は変数の数，δP と γP はそれぞれすべての実行可能基
底解のすべての正の要素の最小値と最大値を表し，実
数 a ∈ � に対して �a� は a より大きい最小の整数を
表す．この上界は，線形計画問題の制約条件のみに依
存し，目的関数とは無関係である．Kitahara, Matsui,

and Mizuno [3]とKitahara and Mizuno [2]では，標
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準形の線形計画問題だけでなく，変数の上限制約を持
つ線形計画問題や双対単体法に対しても，同様の上界
を得ることができることを示した．上界の質について，
Kitahara and Mizuno [1]では，Klee-Minty問題の変
種を構築し，実際に生成される解の数が γP/δP に一致
する例があることを示した．したがって，生成される
解の数の上界として，γP/δP よりもよいものを得るこ
とができない．よって，比 γP /δP の値が大きいとき，
上記の (1)はかなり良い上界を与えているといえる．
次に (B-2) について述べる．Kitahara and

Mizuno [8] では，毎回の反復において，目的関数の
係数が負であるような非基底変数を入力変数に選ぶ単
体法を解析した．そして，生成される実行可能基底解
の数が高々次の値でおさえられることを示した．

m
γPγ

′
D

δP δ′
D

. (2)

ここで，δ′
D と γ′

D はそれぞれ，主実行可能基底に対応
する双対基底解のすべての負の要素の絶対値の最小値
と最大値を表す．Kitahara and Mizuno [4]は生成さ
れる異なる実行可能基底解の数が m

γP γ′
D

δP δ′
D
である問題

例を構成し，上記の上界がタイトであることを示した．
次に，(B-3) の説明に移る．Kitahara and

Mizuno [4]では，0-1多面体上の線形計画問題におい
て生成される実行可能基底解の数と多面体上の路の関
係を考察し，「0-1多面体上の任意の 2頂点に対し，そ
れらを結ぶ長さが 0-1多面体の次元以下の路を，関連
する線形計画問題を解くことにより得られる」ことを
示した．この結果は，「0-1多面体の直径が多面体の次
元以下である」という Naddef [12]による古典的結果
の別証明となっている．Kleinschmit and Onn [10]は
Naddefの結果を拡張し，d次元空間の整数多面体で，
各頂点の座標が 0 以上 k 以下の値をとるものを考え
ると，その直径が kd以下となることを証明している．
本稿よりも詳しいまとめとして，Kitahara and

Mizuno [5]，北原・水野 [6] があるので，興味を持た
れた方は参照していただきたい．
本稿の構成は以下のとおりである．第 2節で，線形

計画問題と単体法について簡単に説明する．第 3節で
は，Dantzigの規則の単体法の解析について説明する．
続く第 4節では，一般のピボット規則の単体法が生成
する実行可能基底解の数の上界について述べる．第 5

節では，問題の整数性に注目して得られる上界につい
て説明する．本稿では，eは要素がすべて 1のベクト
ルを表し，0は要素がすべて 0のベクトルを表す．そ
れぞれの次元は，文脈から定まるものとする．

2. 線形計画問題と単体法

この節では，線形計画問題と単体法について簡単に
説明する．詳しい内容は，例えば久保・田村・松井 [11]

を参照していただきたい．等式標準形線形計画問題

最小化 cTx,

制約条件 Ax = b, x ≥ 0,
(3)

を考える．ここで，A ∈ �m×n，b ∈ �m，c ∈ �n は
与えられたデータであり，x ∈ �n が変数ベクトルで
ある．問題 (3)の双対問題は次のようになる．

最大化 bTy,

制約条件 ATy + s = c, s ≥ 0.
(4)

ここで，y ∈ �mと s ∈ �nが変数ベクトルである．こ
こで，次の仮定を置く．
(i) 行列Aのランクはmである．
(ii) 問題 (3)は最適解を持つ．
(iii) 問題 (3)の初期実行可能基底解x0が得られている．
x∗ を問題 (3)の最適基底解とし，z∗ を最適値とする．
双対定理より，双対問題 (4)も最適解を持ち，最適値
は z∗ で一致する．(y∗, s∗)を双対問題 (4)の最適基底
解とする．
与えられた添え字集合 B ⊂ {1, 2, . . . , n} とその補

集合 N = {1, 2, . . . , n}−B によって，A，c，xと s

を次のように分割する．

A = (AB,AN), c =

(
cB

cN

)
,

x =

(
xB

xN

)
, s =

(
sB

sN

)
.

ABがm×mの正則行列である場合，添え字集合Bを
基底と呼ぶ．Bを基底の集合とする．任意の基底B ∈ B
と非基底 N = {1, 2, . . . , n} −B によって，主問題は
次のように書き表すことができる．

最小化 cT
BxB + cT

NxN ,

制約条件 ABxB +ANxN = b, x ≥ 0.

AB は正則であるので，さらに次のように変形できる．

最小化 cT
BA

−1
B b+ (cN −AT

N (A−1
B )TcB)

TxN ,

制約条件 xB = A−1
B b−A−1

B ANxN ,

xB ≥ 0, xN ≥ 0.

(5)

この形式は，問題 (3)の辞書と呼ばれる．縮約コスト
(reduced cost)ベクトルを c̄N = cN −AT

N(A−1
B )TcB

と定義すると，次のようになる．

126 （4）Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



最小化 cT
BA

−1
B b+ c̄T

NxN ,

制約条件 xB = A−1
B b−A−1

B ANxN ,

xB ≥ 0, xN ≥ 0.

(6)

辞書から，対応する基底解が次のように得られる．

xB =

(
xB

B

xB
N

)
, xB

B = A−1
B b, xB

N = 0. (7)

この表記のように，現在の基底B を明示する必要があ
るときは，ベクトルxの上側に記す．下側の添え字は，
ベクトル xからどの要素を取り出したかを表す．もし
xB

B ≥ 0 ならば，これは実行可能基底解となる．実行
可能基底の集合を BP = {B ∈ B| xB

B ≥ 0}と定める．
既に述べたように，δP と γP を主実行可能基底解のす
べての正の要素の最小値と最大値と定義する．すると，
B ∈ BP かつ xB

j 	= 0 ならば δP ≤ xB
j ≤ γP が成り

立つ．
x0 を (3)の初期実行可能基底解とし，単体法によっ

て生成される点の列を {xp| p = 0, 1, 2, . . . } とする．
Bp を xp の基底とし，Np = {1, 2, . . . , n} − Bp を
非基底とする．もし p反復目の縮約コストベクトルが
c̄Np ≥ 0 を満たすならば，現在の解が最適解となる．
そうでない場合は，ピボットを行う．つまり，現在非
基底の変数を一つ選び，それを入力変数とする．そし
て，ある基底変数の値が 0になるまで入力変数の値を
増やす．xjp を p反復目の入力変数とすると，次の反
復点 xp+1 における目的関数値は，

cTxp+1 = cTxp + c̄jpx
p+1

jp (8)

となる．入力変数を選ぶ方法はさまざまあり，有名な
ものとしては最小係数規則（Dantzigの規則），最大改
善規則，最小添え字規則（Bland の規則）がある．
Dantzigの規則のもとでは，縮約コストベクトルの

要素が最小のものを入力変数に選ぶ．より正確には，

jp ∈ arg min
j∈Np

c̄j

を満たす添え字 jp を選び，xjp を入力変数とする．
Blandの規則に従うと，単体法は必ず有限回の反復

で終了することが知られている．

3. Dantzigの単体法の解析

この節では，Dantzigの規則の単体法によって生成
される基底解の数を評価するための解析について説
明する．x0 を主問題 (3) の初期実行可能基底解とし，

{xp| p = 0, 1, 2, . . . } を単体法によって生成される点
列とする．
次の命題は，Dantzigの規則の単体法において解が

更新されるとき，目的関数値と最適値との差が一定比
率以上で減少することを示している．

命題 3.1 (Theorem 1 in [7]). xp と xp+1 をそれぞ
れ，Dantzigの規則の単体法の p, p+1反復目の点と
する．このとき，もし xp 	= xp+1 ならば，

cTxp+1 − z∗ ≤
(
1− δP

mγP

)
(cTxp − z∗) (9)

が成り立つ．

次の命題は，もし現在の解が最適でないならば，現
在の基底変数の中で正の値を持つものの中に，上界が
指数関数的に減少するものがあることを示している．
この証明には，命題 3.1が用いられる．

命題 3.2 (Lemma 2 in [7]). xp を Dantzigの規則の
単体法の p反復目の点とする．もし xp が最適解でな
ければ，ある添え字 j̄ ∈ Bp が存在して，次の 2つの
条件を満たす．
1. xp

j̄
> 0.

2. p 回目の反復点 xp から l(> p) 回目の反復点ま
でに l̄ 個の異なる実行可能基底解が生成されるな
らば，

xl
j̄ ≤ mγ

(
1− δP

mγP

)l̄

が成り立つ．

命題 3.2で存在が示唆された変数の値は，δP を超え
て下がり続けることはできず，あるところで 0となり，
以後の反復では 0であり続ける．より正確には，次の
命題が成り立つ．

命題 3.3 (Lemma 3 in [7]). xp を Dantzig の規則
の p反復目の点とする．xp が最適でないならば，ある
j̄ ∈ Bp が存在して以下の 2つの条件を満たす．
1. xp

j̄
> 0.

2. p 反復目以降に �m γP
δP

log(m
γP
δP

)� より多くの実
行可能基底解が生成されるならば，それ以降，xj̄

の値は 0であり続ける．

以上のいくつかの命題の理解を助けるため，図 1を
用いる．簡単のため，問題は退化していないとする．

2014年 3月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（5） 127



図 1 命題の視覚的理解

初期点 x0 は最適解でないとする．このとき，命題 3.2

で存在が示唆される添え字を j̄ とする．初期点におい
て xj̄ は基底変数であり，正の値をとる．反復を重ね
ると xj̄ は基底に入ったり，出たりを繰り返すが，そ
の値は常にある指数関数以下となる．反復を重ね，そ
の上界値が δP 以下となると，δP の定義から xj̄ の値
は 0 となるしかなく，以後の反復では 0 であり続け
る．上界値が δP 以下となるまでに必要な反復回数は
�m γP

δP
log(m

γP
δP

)� 以下である．
命題 3.3で述べた現象は，各変数について高々一度

しか起こらない．このことから，次の定理が成り立つ．

定理 3.1 (Theorem 2 in [7]). 最適解を持つ線形計画
問題に対して Dantzig の規則の単体法を適用すると，
任意の目的関数 cTxに対して，生成される異なる実行
可能基底解の数は

n

⌈
m

γP

δP
log

(
m

γP

δP

)⌉

以下となる．

4. 一般のピボット規則の解析

Dantzigの規則の単体法の解析は，証明を追うのは
やさしいが，巧妙なアイディアに基づいている（この
アイディアを最初に示したのは Ye [13] である）．ま
た，得られた上界は主問題の制約にのみ依存し，目的
関数には無関係である．これに対し，Kitahara and

Mizuno [8]の一般のピボット規則の解析は非常に単純
なアイディアに基づいている．そのアイディアとは，

• 初期目的関数値と最適値との差の上界をM とし，
• 解が更新されるときに目的関数値が少なくとも L

減少すれば，
生成される異なる実行可能基底解の数はM/L以下と
なる，というものである．主問題，双対問題の制約条
件から定まるパラメータを使えば，M，Lを陽に与え
ることができる．そして，得られる上界はこれらのパ
ラメータに依存する．
以下，M，L を導出する．そのための準備として，

双対問題 (4)の辞書を書いてみると次のようになる．

最大化 bT (AT
B)

−1cB − bT (AT
B)

−1sB,

制約条件 y = (AT
B)

−1cB − (AT
B)

−1sB,

sN = (cN −AT
N(AT

B)
−1cB)

+AT
N(AT

B)
−1sB

sB ≥ 0, sN ≥ 0.

y は目的関数に現れないので，この部分を除くと次の
ようになる．

最大化 bT (AT
B)

−1cB − bT (AT
B)

−1sB,

制約条件 sN = (cN −AT
N(AT

B)
−1cB)

+AT
N(AT

B)
−1sB

sB ≥ 0, sN ≥ 0.

(10)

主問題の辞書 (5)と比較すると，

主問題の辞書の縮約ベクトル
= 双対問題の辞書の非基底スラックベクトル

という関係がわかる．今，主実行可能基底に対応する
双対基底解の負の要素の絶対値の最大値を γ′

D とする．
より正確には，

γ′
D = max{−sB

j | B ∈ Bp, sB
j < 0} (11)

となる．すると初期点 x0 に対応する辞書において，

z∗ = cTx∗

= cT

B0A
−1

B0b+ c̄N0x∗
N0

≥ cTx0 −mγPγ
′
D

となる．ここで，最終行の不等式の導出において，x∗

の正の要素は高々m個で，それぞれ γP 以下となるこ
とを用いた．したがって，初期目的関数値と最適値と
の差は

mγPγ
′
D (12)

以下となる．
次に，主実行可能基底に対応する双対基底解の負の

要素の絶対値の最小値を δ′
D とする．正確に書くと，
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δ′
D = min{−sB

j | B ∈ Bp, sB
j < 0} (13)

となる．δP , δ′
D,の定義と目的関数の更新式 (8)より，

cTxp+1 − cTxp ≥ δP δ
′
D (14)

が成り立つ．(12)，(14)から次の定理が成立する．

定理 4.1. x0 を主問題の初期実行可能基底解とする．
毎回の反復において，縮約コストベクトルの要素が負
のものを入力変数に選ぶと，生成される異なる実行可
能基底解の数は

m
γPγ

′
D

δP δ′
D

以下となる．

非常に単純なアイディアから得られた上界であるが，
この上界はタイトである．すなわち，生成される異な
る実行可能基底解の数が m

γP γ′
D

δP δ′
D
であるような線形計

画問題の例を構成できる．以下，それを紹介する．
m次元立方体上の線形計画問題

最小化 −eTx,

制約条件 x ≤ e

x ≥ 0

を考える．ここで，x ∈ �m が変数ベクトルである．
スラック変数 u ∈ �m を導入して標準形に直すと次の
ようになる．

最小化 −eTx,

制約条件 x+ u = e,

x ≥ 0, u ≥ 0.

この問題の双対問題は次のようになる．

最大化 eTy,

制約条件 y ≤ −e,

y ≤ 0.

これらの問題に対して，δP , γP , δ
′
D, γ

′
Dを計算すると，

δP = γP = δ′
D = γ′

D = 1

となることがわかる [4]．
主問題の最適解は

x∗ = (1, 1, . . . , 1)T , u∗ = (0, 0, . . . , 0)T

となる．ここで，初期点を

図 2 3 次元の場合の例

x0 = (0, 0, . . . , 0)T , u0 = (1, 1, . . . , 1)T

と定める．実行可能領域は 0-1立方体であり，(x0,u0)

と (x∗,u∗)を結ぶ最短路の長さは m である．よって
(x0,u0)から単体法を開始すると，最適解 (x∗,u∗)ま
でに少なくとも m個の実行可能基底解が生成される．
3 次元の場合の例を，図 2 に示した．一方，定理 4.1

により，生成される異なる実行可能基底解の数は高々
m

γP γ′
D

δP δ′
D
であり，これはmに等しい．よって，主単体

法はちょうどm
γP γ′

D
δP δ′

D
個の異なる実行可能基底解を生

成する

5. 0-1多面体における上界

この節で紹介する上界を導出するアイディアは，前
節のものと同じである．d次元の多面体で，すべての
頂点において，各座標の値が 0か 1であるとき，その
多面体を 0-1多面体という．P ⊂ �d を 0-1多面体と
して，次の線形計画問題

最小化 cTx,

制約条件 x ∈ P
(15)

を考える．ここで，c ∈ �d の各要素は整数であるとす
る．問題 (15)と等価な標準形線形計画問題を構成する
ことができ，その実行可能基底解と P の頂点を同一視
する．c ∈ �d の各要素が整数なので，P の 2 つの頂
点において目的関数値が異なるならば，その差は 1以
上である．また，2つの頂点における目的関数値の差
が C =

∑
d

j=1
|cj | 以下となることもわかる．よって，

次の命題が成り立つ．

命題 5.1. P ⊂ �d を 0-1 多面体とし，c ∈ �d を
整数ベクトルとする．このとき問題 (15) に対して単
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体法を適用すると，生成される異なる頂点の数は高々
C =

∑d

j=1
|cj |である．

0-1 多面体の任意の 2 頂点に対し，それらを結ぶ
長さが d 以下の路を求めることができる．xs，xt を
P の 2 つの異なる頂点とする．このとき，ベクトル
c = (c1, c2, . . . , cd)を

cj =

{
−1 xt

j = 1のとき
1 xt

j = 0のとき

と定めて，線形計画問題 (15)を考える．このとき，xt

はこの線形計画問題の唯一の最適解である．xs から
Blandの規則の単体法を適用すると，有限回の反復で
最適解 xt が得られる．そのとき生成される異なる頂
点の数，言い換えると最適解までにたどる P の辺の数
は，命題 5.1 より |C| = ∑

d

j=1
|cj | = d 以下となる．

よって，xs と xt の間に長さ d以下の路があることが
わかる．以上の議論により，次の定理が成り立つ．

定理 5.1. d次元空間の 0-1多面体の直径は d以下で
ある．

この結果は，Naddef [12] によって初めて証明され
た．その後，Kleinschmit and Onn [10] が d 次元の
整数多面体で，各頂点の座標が 0以上 k以下の値をと
るものを考えると，その直径が kd 以下となることを
示した．
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