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サプライ・チェイン最適化における
2 次錐最適化の応用

久保　幹雄，小林　和博，武田　朗子，田中　未来，村松　正和

本稿ではサプライ・チェイン最適化における 2 次錐最適化の 2 つの応用を紹介する．1 つ目はロットサイズ
決定モデルに安全在庫の考え方を組み込んだものであり，2 つ目は在庫方策決定モデルに対してロバスト最適
化の考え方を取り入れたものである．これらはいずれも不確実性に対して頑健なサプライ・チェインを設計す
るために重要な最適化モデルであり，そこでは（混合整数）2 次錐最適化という強力なツールが用いられる．
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1. はじめに

本稿の目的はサプライ・チェイン最適化における 2次
錐最適化の応用を紹介することである．サプライ・チェ
イン最適化には様々なモデルがあり，問題の構造を生
かした様々な解法が提案されてきた [1, 2]．従来のサ
プライ・チェイン最適化における課題の 1 つに，需要
の不確実性にうまく対応できるようなモデルを設計す
ることが挙げられる．そこで本稿では実務において重
要な 2 つの基本的なモデルを拡張し，2 次錐制約を用
いて不確実性を考慮したモデルを紹介する．なお，不
確実性を考慮する方法としては安全在庫とロバスト最
適化という 2 つの異なるアプローチを用いる．
安全在庫とは，需要の不確実性に対処するために余

分に保持する在庫のことであり，特に需要量が正規分
布に従うと確率変数であると仮定して用いられること
が多い．ある製品の需要量が平均 μ，標準偏差 σ の正
規分布に従うことを仮定しよう．標準正規分布の分布
関数を Φ とすると，品切れを起こす確率を 1 − p に
抑えるためには，平均的な需要 μ に加えて Φ−1(p)σ
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だけ多く在庫を持つ必要がある．この在庫のことを安
全在庫という．また，Φ−1(p) を安全在庫係数といい，
以下では z で表す．この安全在庫という考え方はサプ
ライ・チェインの世界ではよく用いられるものである．
詳細は久保 [1] などを参照されたい．
一方で，ロバスト最適化とは，不確実な事象が起こ

りうる集合をあらかじめ設定し，最悪の場合が起こる
ことを想定して最適化を行う方法である．この方法は
Soyster [3] の inexact LP を起源とし，Ben-Tal and

Nemirovski [4] が線形最適化問題の係数が楕円体型の
不確実性集合に含まれるものとしたロバスト最適化問
題を 2 次錐最適化問題として定式化したことで広く知
られるようになった．日本語による解説はあまり多く
ないが，入門としては [5, 10.3 節] や [6] がわかりやす
い．詳細については専門書 [7] やサーベイ論文 [8] な
どを参照されたい．
次節以降では，実務において重要な 2 つの基本的な

サプライ・チェイン最適化モデルにおいて需要の不確実
性を考慮する方法を考える．まず 2 節では安全在庫を
考慮したロットサイズ決定モデルを，つづく 3 節では
ロバスト在庫方策決定モデルを扱う．これらはいずれ
も（混合整数）2 次錐最適化問題として定式化できる．
近年では，（混合整数）2 次錐最適化問題を Gurobi や
CPLEX などの汎用ソフトウェアで扱えるようになっ
てきており，これらのソフトウェアを利用できる環境
にあれば，手軽にこれらの最適化モデルを扱える（効
率よく解けるかどうかは問題の規模や性質にもよるの
で一概にはなんとも言えない）．なお，混合整数 2 次
錐最適化問題に関するサーベイとしては [9] が優れて
いる．サプライ・チェイン最適化以外への応用例や解
法などについてはそちらを参照されたい．また，最後
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に 4 節で総括を行う．

2. 安全在庫を考慮したロットサイズ決定モ
デル

ロットサイズ決定モデルとは，需要量が期によって
変動するときの各期の生産量を決めるための最適化モ
デルであり，主に工場内における生産計画に応用を持
つ．ここでは，長期にわたって工場で生産を行うとし
て，どのタイミングでどのくらい生産を行うと効率的
か考えてみよう．一度に大量に生産して生産の頻度を
低くした場合，工場内で在庫を多く持つことになり在
庫費用を増加させるが，段取り費用（生産の準備など
にかかる固定費用）を削減することができる．このよ
うなまとめて生産を行うことに起因する在庫のことを
ロットサイズ在庫と呼ぶ．ロットサイズ在庫にかかわ
る在庫費用と段取り費用との間には上述したトレード
オフの関係があり，これを最適化するのがロットサイ
ズ決定モデルである．このモデルは需要が確定的な場
合のロットサイズ在庫を決めることを目的とした最適
化モデルであり，需要の不確実性に対処するためには
別の工夫が必要となる．実務の場面では，安全在庫量
を別途計算して対処することが多いが，ロットサイズ
在庫と安全在庫を同時に考えることによってさらなる
費用の削減が期待できる．ここではこの問題を混合整
数 2 次錐最適化を用いて解決することを試みる．
ここでは簡単のため，単一段階・単一品目（生産の

段階が 1 つで，生産する製品が 1 品目）のロットサイ
ズ決定モデルを扱う．まず 2.1 節では，安全在庫を考
慮しない古典的な Wagner–Whitin のモデル [10] を
紹介する．つづいて 2.2 節では，Wagner–Whitin の
モデルに安全在庫を組み込んだモデルを提案し，2.3節
でロットサイズと安全在庫量を同時に決定する効果を
検証するために行った計算実験の結果を示す．

2.1 Wagner–Whitinのモデル
Wagner–Whitin のモデル [10] は，以下に示す仮定

の下で T 期にわたる工場の生産計画を決定する古典的な
最適化モデルである：それぞれの期 t ∈ T ={1, . . . , T}
において，生産量の上限はMt で，生産を行う場合は
段取り費用 ft と製品 1 個あたり ct の生産費用がか
かる．工場は在庫を持つことができるが，在庫量の上
限は Ct で，製品 1 個あたり ht の在庫費用がかかる．
また，期 t の在庫量は需要量 dt だけ減少する．この仮
定の下，各期における生産量を最適化して総費用を最
小化するためのモデルは，t 期の期末の在庫量を表す変
数を It，t 期における生産量を表す変数を xt，t 期 に

生産を行うときに 1，それ以外のときに 0 となる 0-1

整数変数を yt とすると，次のような混合整数線形最
適化問題として定式化できる：

min
∑
t∈T

(ftyt + ctxt + htIt) (1.a)

s.t. It = It−1 + xt − dt (t ∈ T ), (1.b)

I0 = 0, (1.c)

0 ≤ It ≤ Ct (t ∈ T ), (1.d)

0 ≤ xt ≤ Mtyt (t ∈ T ), (1.e)

yt ∈ {0, 1} (t ∈ T ). (1.f)

ここで，目的関数 (1.a) は段取り費用，生産費用，在
庫費用の計画期間全体にわたる総和を表す．また，制
約 (1.b) は期 t における製品の在庫保存式であり，前
期からの繰り越しの在庫量 It−1 に生産量 xt を加え，
需要量 dt を減じたものが来期に持ち越す在庫量 It で
あることを意味する．制約 (1.c) は初期在庫量が 0 で
あることを，制約 (1.d) は各期の在庫量が 0 以上 Ct

以下であることを表している．制約 (1.e) は，生産を行
わない期における生産量が 0 であり，生産を行う期 t

においては生産量が 0 以上 Mt 以下であることを保証
するための式である．なお，It の上限制約は xt の上
限制約に変換できるので，通常Wagner–Whitin のモ
デルというと It の上限制約のないものを指すことが
多い [2]．
各期 t の需要量 dt の不確実性を考慮してWagner–

Whitin のモデル (1) を用いる際には，dt として需要
量の予測値を用い，予測の不確実性をなんらかの方法
で補うことになる．例えば，期 t の需要量 dt に平均
値 d̄t を用いてこのモデル (1) を解き，得られた生産
間隔に対応した安全在庫量を別途計算したり，需要が
定常であると仮定して経済発注量モデルを適用するこ
とで安全在庫量を別途計算するなどといったことがな
される．

2.2 安全在庫を考慮したモデル
生産のロットサイズと同時に工場の出口で保持され

る安全在庫の量を考慮した最適化モデルを考えよう．
このようなモデルには，安全在庫量の下限と上限を与
えてその制約の下でロットサイズを最適化するもの [2]

や，確率計画のように需要過程を表すシナリオ木を与
えたもの [11] がある．ここでは，ロットサイズ決定モ
デルで定まる生産間隔に応じて動的に安全在庫量を変
化させるモデルを考えよう．
以下では，各期 t の需要がそれぞれ独立に平均 d̄t，

標準偏差 σt の正規分布に従うと仮定する．このとき，
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生産を行う期 t0 から次に生産を行う期 t1 までの需要
量の総和の標準偏差は

√∑t1−1

t=t0
σ2

t となる．そのため，
この期間の安全在庫量はこの値に安全在庫係数 z を掛
けたものとなる．したがって，SSt を生産を行う期 t

において安全在庫のために新たに生産する製品の量を
表す変数とすると，各期 s において追加で生産する安
全在庫量を表現するための制約は，期 s で生産した量
によって期 t (≥ s) の需要がまかなわれるときに 1，
そうでないときに 0 をとる 0-1 整数変数 Xst を用い
た次の等式で表される：

SSs = z

√√√√ T∑
t=s

σ2
tXst. (2)

これを用いると，安全在庫を考慮した単一段階・単一
品目の動的ロットサイズ決定モデルは次のような混合
整数 2 次錐最適化問題として定式化できる：

min
∑
t∈T

(ftyt + ctxt + htIt) (3.a)

s.t. (1.c), (1.d), (1.e), (1.f), (3.b)

It = It−1 + xt − d̄t (t ∈ T ), (3.c)

0 ≤ SSt ≤ Ctyt (t ∈ T ), (3.d)

Xst ≤ ys (s, t ∈ T : s ≤ t),

(3.e)

Is ≥
T∑

t=s+1

d̄tXst + SSs (s ∈ T ), (3.f)

t∑
s=1

Xst =

⎧⎨
⎩1 (d̄t > 0)

0 (d̄t = 0)
(t ∈ T ), (3.g)

SSs ≥ z

√√√√ T∑
t=s

σ2
tX

2
st (s ∈ T ), (3.h)

Xsu ≤ Xst (s, t, u ∈ T : s < t < u),

(3.i)

Xst ∈ {0, 1} (s, t ∈ T : s ≤ t).

(3.j)

ここで，制約 (3.d) は生産を行わない期は新たに安
全在庫を生産することができないことを意味する．制
約 (3.e) は期 t の需要を期 s の生産でまかなうため
には期 s で段取りを行う必要があることを表す．制
約 (3.f) は在庫量が将来の確定的な需要をまかなうた
めのロットサイズ在庫量と新しく生産する安全在庫量
の和以上であることを要請するものである．制約 (3.g)

は生産は異なる期に分けて行うことはできないこと，
すなわち期 t の需要はすべてそれ以前のいずれか 1 つ
の期で生産されることを表す．この条件は実務ではし

ばしば現れる条件であり，単一ソース条件と呼ばれる
こともある．制約 (3.h) は 0-1 整数変数が 2 乗して
も値が変わらないことを利用して式 (2) を 2 次錐制約
として表現したもので，安全在庫量が安全在庫係数と
需要の標準偏差の積以上であることを要請する．この
不等式は最適解においては等号が成立し，結果として
式 (2) が満たされる．制約 (3.i) は，期 s の段取りで
期 u の需要をまかなう際には s と u に挟まれた期 t

の需要も期 s に生産する必要があることを表す．
なお，ロットサイズ決定問題は古くから研究がなさ

れており，多くの拡張が存在する [1]．拡張の 1 つに
多段階・多品目のロットサイズ決定モデルがあり，上
述のモデル (3) も多段階・多品目のモデルに容易に拡
張できる．また，施設配置問題で安全在庫を考慮する
ことは [12～14] などで行われており，モデル (3) は
Atamtürk et al. [12] の定式化に近い．

2.3 計算実験
ロットサイズと安全在庫量を同時に最適化する効果

を検証するために，それぞれのモデルで複数の問題例
を解き，総費用を比較する計算実験を行った．なお，実
験で用いた問題例は以下に示す方法で生成した．

2.3.1 問題例
各期 t の需要量 dt は，以下のように設定した平

均 d̄t および標準偏差 σt をパラメータに持つ正規分
布 N(d̄t, σ

2
t ) にそれぞれ独立に従うものとした．需要

量の平均 d̄t は

d̄t =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
αd̄w (t mod 7 = 5),

βd̄w (t mod 7 = 6),

d̄w （それ以外）

とした．これは，土曜日と日曜日の需要が平均的に見
れば平日の需要 d̄w に比べてそれぞれ α 倍，β 倍であ
るというモデルになっている．実験では計画期間の長
さを T = 7, 21, 35, 49 のいずれかであるものとし，
d̄w = 50，α = 2，β = 4 とした．また，需要量の標
準偏差は期によらず σt = 10 とした．
製品の製造にかかる段取り費用は ft = 100，製品

1個あたりの製造費用は ct = 1，製品 1個 1期あたりの
在庫費用は ht = 1とした．また，製造量および在庫量の
上限は γ をパラメータとしてCt = Mt = γ

∑T

t=1
d̄t/T

とした．これらはいずれも期によらず一定である．な
お，実験では γ = 2, 3 のいずれかであるものとし，結
果を比較した．
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2.3.2 実験の手順および結果
今回の計算実験は以下に示す手順で行った：
1. まず，以下に示す 2 つのモデルについてパラメー
タを γ = 2, 3，T = 7, 21, 35, 49 と動かし，それ
ぞれについて問題例を生成した：

• Wagner–Whitin のモデル (1) における需要
量 d を平均値 d̄ で置き換えたもの，

• 安全在庫を考慮したロットサイズ決定モデ
ル (3)．

2. 次に，それぞれの問題例を下記に示す計算環境で
解いた：

• CPU: 2.3 GHz Intel Core i7 CPU，
• RAM: 8 GB，
• OS: Mac OS X 10.9.4，
• 最適化ソフトウェア：CPLEX 12.6.

3. Wagner–Whitin のモデルについては，最適解に
おける生産間隔に対応する安全在庫量を計算し，
それを生産・保管するための費用を最適値に加え
ることで，安全在庫を加味した総費用とした（以
下，これを簡便法と呼ぶ）1．安全在庫を考慮した
モデルについては最適値をそのまま総費用とした．

結果を表 1 に示す．ここで簡便法の制約違反度とは，
簡便法において安全在庫を別途計算した際に生産量お
よび在庫量の上限制約を違反した度合いの総和を意味
する2．
まずは γ = 2 のときの結果を見てみよう．この場合

はすべての T について，安全在庫を考慮したモデルの
ほうが総費用が小さくなったうえ，簡便法では安全在
庫量を追加で生産することによって生産量の上限制約
を違反している．
次に γ = 3 のときの結果を見てみよう．T = 7 のと

きは安全在庫を考慮したモデルのほうが総費用が小さ
くなった．これは生産量と安全在庫量を同時に最適化
した効果と見ることができる．一方で T = 21, 35, 49

のときは簡便法のほうが総費用が小さくなった．しかし
ながら，安全在庫のために製品を追加で生産すること
により生産量の上限制約を違反しており，実際には上

1 具体的な手順は以下のとおり：モデル (1) の最適解を
(x∗,y∗, I∗)，y∗

t = 1 となっている t を t1 < · · · < tk と
し，便宜上 tk+1 = T +1 とする．品切れを起こさない確率
をモデル (3)を解いて得られた結果と同程度にするためには，
期 t (ti ≤ t ≤ ti+1 − 1) において SSt = z

√∑ti+1−1

s=ti
σ2
s

の安全在庫量が追加で必要になる．そのため，各期 t におけ
る生産量と在庫量を xt = x∗

t +SSt−SSt−1，It = I∗
t +SSt

として目的関数に代入したものを総費用とした．
2 具体的には

∑
t∈T (max{−xt, 0} + max{xt − Mt, 0} +

max{−It, 0}+max{It − Ct, 0}).

限を超えて生産することに起因する罰金を支払うこと
になる．この例では，罰金が生産にかかる費用の 10 倍
程度であるとしただけでも，安全在庫を考慮したモデ
ルを用いて計算した総費用より大きくなってしまう．こ
のように，安全在庫を別途考慮することは容易ではな
いことがある．

3. ロバスト在庫方策決定モデル

在庫方策決定モデルとは，需要量が期によって変動
するときの各期の発注量を決めるための最適化モデル
であり，主に小売店における発注計画に応用を持つ．こ
のモデルは前節で扱ったロットサイズ決定モデルと類
似するモデルだが，段取り費用を考えずに品切れを考
える点が異なる．近年では発注は半自動的に行われる
ことが多く，発注にかかるコストは無視できる場合が
多い．一方，商品が品切れした際には，追加の費用を
支払うことにより顧客が再び商品が到着するまで待っ
てくれる場合（バックオーダー）と，需要が消滅して
しまう場合（品切れ，販売機会の逸失）が考えられる．
ここで，前者にかかる費用のことをバックオーダー費
用と呼ぶ．このようなモデルは古典的なオペレーショ
ンズ・リサーチのモデルの 1 つであり，多くの（主に
理論的な）研究がなされてきた [1]．しかし，実際の
問題への適用を考える際には多くの付加条件を考慮す
る必要があり，需要の不確実性を確率分布として与え
たモデル（多くは動的計画に基づく）はいわゆる次元
の呪いによって適用が困難になる [1]．ここでは，ロバ
スト最適化のフレームワークを用いたアプローチを紹
介する．このアプローチの特色は，実務であらわれる
様々な付加条件に容易に対処できる点である．
ここでは簡単のため，品切れが起こった場合にすべ

ての需要がバックオーダーされると仮定した在庫方策
決定モデルを考える（実際には，需要の一部が逸失し，
一部がバックオーダーされるという場合もある）．ま
ず 3.1節では在庫方策決定モデルの定式化を紹介する．
次に 3.2節でこのモデルにロバスト最適化の考え方を
導入し，不確実性に対して頑健なモデルを導く．さら
に 3.3節では 3.1節のモデルに変更を施すことで，将
来の生産量をそれまでの需要量を知ったうえで決める
ことができるようなモデルに変更する．次に 3.4節で
このモデルに対するロバストモデルを導く．なお，ロ
バスト最適化では不確実な事象が起こりうる集合（不
確実性集合）の取り方が重要である．今回は一貫して
楕円体型の不確実性集合を採用するが，これは不確実
性が多変量正規分布に従うものと仮定することに相当
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表 1 総費用および容量制約度の比較

γ = 2 γ = 3

T モデル (3) 簡便法 モデル (3) 簡便法

総費用 総費用 制約違反度 総費用 総費用 制約違反度

7 1351.84 1374.34 21.49 1308.84 1331.34 0.00
21 4022.63 4090.18 10.08 3864.51 3850.88 13.62
35 6693.41 6805.90 41.65 6420.17 6392.92 27.25
49 9364.20 9521.68 51.74 8975.83 8934.96 40.87

する．3.5 節ではこれらの関係を簡単に紹介する．さ
らに，3.6 節でロバスト最適化の効果を検証するため
に行った計算実験の結果を示す．

3.1 静的非ロバストモデル
ここでは Bertsimas–Thiele のモデル [15] から発注

費と固定費を除いたモデルを紹介する．このモデルは，
以下に示す仮定の下で T 期にわたる発注の計画を決定
するものである：それぞれの期 t ∈ T = {1, . . . , T} に
おいて，在庫を持つ場合は商品 1 個あたり ht の在庫
費用が，バックオーダーされる場合は bt のバックオー
ダー費用がかかる．また，期 t における発注量には上
限 Mt があり，期 t において在庫量は需要量 dt だけ
減少する．この仮定の下で計画期間全体にわたる在庫
費用とバックオーダー費用の総和を最小化するような
各期の発注量を決定するモデルは，期 t における発注
量を表す変数を xt，期 t における在庫費用とバック
オーダー費用のうち発生するほうを表す変数を yt と
すると，以下のような線形最適化問題として定式化で
きる：

min
∑
t∈T

yt (4.a)

s.t. yt ≥ ht

t∑
s=1

(xs − ds) (t ∈ T ), (4.b)

yt ≥ bt

t∑
s=1

(ds − xs) (t ∈ T ), (4.c)

0 ≤ xt ≤ Mt (t ∈ T ). (4.d)

ここで，式 (4.b)–(4.c) は各 t ∈ T について

yt ≥ max

{
ht

t∑
s=1

(xs − ds), bt

t∑
s=1

(ds − xs)

}

と等価であり，最適解において yt は期 t における在庫
費用とバックオーダー費用のうち発生するものに一致す
ることに注意されたい．以下では，このモデルのことを
後述するロバストモデルや適応型モデルと対比させる

ために静的非ロバストモデルと呼ぶ．なお，この線形最
適化問題は，すべての期 t ∈ T において 0 ≤ xt ≤ Mt

が成り立つとき，すべての期 t ∈ T において xt = dt

とするのが最適解となるなどといった特徴を持つ．
各期 t の需要 dt の不確実性を考慮して最適化を行

うのであれば，ロットサイズ決定モデルのときと同様
に 2 次錐制約と 0-1 整数変数を導入して安全在庫も
同時に決定するモデルを考えることもできる．しかし
ながら，今回の場合，元のモデル (4) が単なる線形最
適化問題に過ぎないのに対し，このモデルは混合整数
2 次錐最適化問題となり，いささか難しくなりすぎる
きらいがある．以下では，ロバスト最適化の考え方を
用いて不確実性に対処する方法を考えよう．

3.2 静的ロバストモデル
ロバスト最適化では，不確実性を持つ定数ベクトル

（今回の場合は需要量ベクトル d = (d1, . . . , dT )
�）が

不確実性集合 U に含まれるものとし，そのうち最悪の
ケースを想定して最適化を行う．すなわち，次のよう
な問題を考える：

min
∑
t∈T

yt (5.a)

s.t. (4.d), (5.b)

yt ≥ max
d∈U

ht

t∑
s=1

(xs − ds) (t ∈ T ), (5.c)

yt ≥ max
d∈U

bt

t∑
s=1

(ds − xs) (t ∈ T ). (5.d)

以下では不確実性集合として楕円体型の不確実性集
合 U = {d̄ + Ru : ‖u‖ ≤ 1} を用いる（ベクト
ル d̄ ∈ R

T と行列 R ∈ R
T×T の取り方については

3.5 節で述べる）．このとき，et ∈ R
T を第 t 成分が

1，それ以外の成分が 0 であるようなベクトルとして，
1t =

∑
t

s=1
es とすると，制約 (5.c) は各 t ∈ T につ

いて
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yt ≥ ht

[
t∑

s=1

(xs − d̄s)− min
u:‖u‖≤1

1�
t Ru

]

と書ける．この制約は次のように書き換えることがで
きる：

yt ≥ ht

[
t∑

s=1

(xs − d̄s) + ‖R�1t‖
]
.

制約 (5.d) についても同様の変形を行うとロバスト最
適化モデル (5) は次の線形最適化問題に帰着できる：

min
∑
t∈T

yt (6.a)

s.t. (4.d), (6.b)

yt ≥ ht

[
t∑

s=1

(xs − d̄s) + ‖R�1t‖
]

(t ∈ T ),

(6.c)

yt ≥ bt

[
t∑

s=1

(d̄s − xs) + ‖R�1t‖
]

(t ∈ T ).

(6.d)

3.3 適応型非ロバストモデル
長期にわたる意思決定では，将来の意思決定におい

て，それまでに確定した事象を踏まえて意思決定を行
うことができる．実際，期 t における発注量 xt は過去
の需要量の確定値を知ったうえで決定することができ
る．これはすなわち xt が過去の需要量についてのなん
らかの関数であることを意味する．Ben-Tal et al. [16]

は期 t における発注量が過去の需要量の履歴のアフィ
ン関数

xt =
∑
u∈It

ztudu + zt0 (7)

であることを仮定した適応型モデルがロバスト最適化に
おいて有効であると述べている．ここで It ⊂ {1, . . . , t}
は過去の需要が明らかになっている期の添字を表す集
合であり，例えば Ben-Tal et al. [16] では過去の需
要が θ 期だけ遅れて明らかになる状況を想定して，
It = {1, . . . , t − θ} と設定している．前述した静的
なモデル (4) における xt がアフィン関数 (7) で表さ
れるものとしたモデルは次のように定式化できる：

min
∑
t∈T

yt (8.a)

s.t. (4.b), (4.c), (4.d), (8.b)

xt =
∑
u∈It

ztudu + zt0 (t ∈ T ). (8.c)

このモデルを以下では適応型モデルと呼ぶ．ただし，静
的モデル (4) の実行可能解から適応型モデル (8) の実
行可能解を構成することと，その逆が可能であること
から，これらの最適値は一致することに注意されたい
（後述するロバストモデルでは差が生じうる）．
適応型モデル (8) に対応したロバスト最適化問題を

考える際の表記を簡単にするために，以下では次のベ
クトル vt,wt ∈ R

T を用いる：

vt =
∑
u∈It

ztueu (t ∈ T ), (9.a)

wt =
t∑

s=1

(es − vs) (t ∈ T ). (9.b)

さらに，z0 = (z10, . . . , zT0)
� ∈ R

T とすると問題 (8)

は次のように書ける：

min
∑
t∈T

yt (10.a)

s.t. (9.a), (9.b), (10.b)

yt ≥ ht(1
�
t z0 − d�wt) (t ∈ T ), (10.c)

yt ≥ bt(d
�wt − 1�

t z0) (t ∈ T ), (10.d)

0 ≤ d�vt + zt0 ≤ Mt (t ∈ T ). (10.e)

3.4 適応型ロバストモデル
静的モデルのときと同様に，適応型モデル (10) に

対応するロバスト最適化問題を考えよう．需要ベクト
ル d が不確実性集合 U に含まれるものとしたロバス
ト最適化モデルは次のように書ける：

min
∑
t∈T

yt (11.a)

s.t. (9.a), (9.b), (11.b)

yt ≥ max
d∈U

ht(1
�
t z0 − d�wt) (t ∈ T ),

(11.c)

yt ≥ max
d∈U

bt(d
�wt − 1�

t z0) (t ∈ T ),

(11.d)

min
d∈U

d�vt + zt0 ≥ 0 (t ∈ T ),

(11.e)

max
d∈U

d�vt + zt0 ≤ Mt (t ∈ T ).

(11.f)
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この適応型ロバストモデル (11)は前述した 2つのモデ
ルを包含していることに注意されたい．実際，U = {d̄}
とすると静的非ロバストモデル (4) において d = d̄

としたものとなる．また，It = ∅ とすると静的ロバ
ストモデル (5) となる．このことから，適応型ロバ
ストモデル (11) はロバストモデル (5) に比べて悲
観的すぎない最適解を持つ可能性があるといえる．静
的なモデルのときと同様に，楕円体型の不確実性集
合 U = {d̄ + Ru : ‖u‖ ≤ 1} を採用し，同様の変形
を施すと，適応型ロバストモデル (11) は次の 2 次錐
最適化問題に帰着できる：

min
∑
t∈T

yt (12.a)

s.t. (9.a), (9.b), (12.b)

yt ≥ ht(1
�
t z0 − d̄

�
wt + ‖R�wt‖) (t ∈ T ),

(12.c)

yt ≥ bt(d̄
�
wt − 1�

t z0 + ‖R�wt‖) (t ∈ T ),

(12.d)

d̄
�
vt − ‖R�vt‖+ zt0 ≥ 0 (t ∈ T ),

(12.e)

d̄
�
vt + ‖R�vt‖+ zt0 ≤ Mt (t ∈ T ).

(12.f)

3.5 楕円体型不確実性集合と多変量正規分布と
の関係

ここまでで用いた楕円体型の不確実性集合は多変量
正規分布と密接な関係がある．n 次元確率変数 x が平
均ベクトル μ，分散共分散行列 Σ の多変量正規分布
に従うとき，密度関数の等高線は楕円体 E(μ,Σ, c) =

{x ∈ R
n : (x−μ)�Σ−1(x−μ) ≤ c} の境界となる．

ここで，(x − μ)�Σ−1(x − μ) は自由度 n の χ2 分
布に従うことから，x ∈ E(μ,Σ, c) となる確率は自由
度 n の χ2 分布の分布関数 Fn を用いて Fn(c) と書け
る．このことを用いると，確率変数 x が確率 p で楕円
体 E(μ,Σ, F−1

n (p)) = {μ+
√

F−1
n (p)Cu : ‖u‖ ≤ 1}

に含まれることを示すことができる．ここで C は
Σ = C�C を満たすなんらかの行列（Cholesky 分
解や行列の平方根など）である．したがって，これま
で用いてきた楕円体型不確実性集合 U の d̄，R とし
てそれぞれ μ，

√
F−1

T (p)C を用いると，U に確率的
な解釈を与えることができる．

3.6 計算実験
静的非ロバストモデル (4) と楕円体型の不確実性集

合を用いた静的ロバストモデル (6) および適応型ロバ

スト最適化モデル (12) の性能を比較するために，複
数の問題例を解き，得られた結果を用いてシミュレー
ションを行った．この計算実験の具体的な目的は，ロ
バスト最適化を行うことにより，不確実性に対して頑
健な解が得られることを確認することと，静的ロバス
トモデルと適応型ロバストモデルとの間で結果にどの
程度の差が出るかを調べることの 2 つである．

3.6.1 問題例
需要量ベクトル d が従う確率分布は，以下のように

設定した平均ベクトル μ および分散共分散行列 Σ を
パラメータに持つ多変量正規分布 N(μ,Σ) とした．
需要量の平均ベクトル μ = (μ1, . . . , μT )

� は 2.3節
における d̄ と同様に

μt =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
αμw (t mod 7 = 5),

βμw (t mod 7 = 6),

μw （それ以外）

とした．実験では計画期間の長さを T = 7, 21, 35, 49

のいずれかであるものとし，μw = 50，α = 2，β = 4

とした．
各期の需要量の分散共分散行列 Σ は以下に示す 3重

対角行列とした：

Σ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

v c

c v
. . .

. . .
. . .

. . .

. . . v c

c v

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ ST
+ .

これは，c > 0 のときその日の需要が多ければ次の
日の需要も多くなりやすいというモデルに，c < 0 の
ときその日の需要が多ければ次の日の需要は少なくな
りやすいというモデルになっている．なお，実験では
v = 100，c = −50 とした．
今回の実験の目的はロバスト最適化の性能を評価す

ることにあるので，需要量が従う確率分布は既知として
実験を行った．すなわち d̄ = μ，R =

√
F−1

T (p)Σ1/2

とした．なお，実験では p = 0.9 とした．
また，適応型ロバストモデルにおける It は，前日ま

での情報をすべて用いる Ia
t = {1, . . . , t−1} と直近の

1週間分の情報のみを用いる Iw
t = {t−7, . . . , t−1}∩T

のいずれかであるものとし，結果を比較した．
製品 1 個 1 期あたりの在庫費用は ht = 3，製品
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図 1 シミュレーションにより得られた総費用の箱ひげ図

1 個 1 期あたりのバックオーダー費用は bt = 100 と
した．また，発注量の上限は γ をパラメータとして
Mt = γ

∑T

t=1
μt/T とした．これらはいずれも期によ

らず一定である．なお，実験では γ = 2, 5 のいずれか
であるものとし，結果を比較した．

3.6.2 手順および結果
今回の計算実験は以下に示す手順で行った：
1. まず，以下に示す 4 つのモデルについてパラメー
タを γ = 2, 5，T = 7, 21, 35, 49 と動かし，それ
ぞれについて問題例を生成した：

• 静的非ロバストモデル (4) における需要量 d

を平均値 μ で置き換えたもの，
• 静的ロバストモデル (5) で U = {μ +√

F−1
T (p)Σ1/2u : ‖u‖ ≤ 1} としたもの，

• 適応型ロバストモデルで U = {μ +√
F−1

T (p)Σ1/2u : ‖u‖ ≤ 1}, It = Ia
t と

したもの，
• 適応型ロバストモデルで U = {μ +√

F−1
T (p)Σ1/2u : ‖u‖ ≤ 1}, It = Iw

t と
したもの．

2. 次に，それぞれの問題例を 2.3節と同じ計算環境
で解き，各期における最適発注量を求めた．

3. 最後に，それぞれの問題例に対応する需要量ベク
トル d ∼ N(μ,Σ) を擬似乱数で 10,000 個生成
し，2 で求めた最適発注量を用いたときにかかる
総費用を計算した．

結果を図 1 に示す．上段と下段はそれぞれ γ = 2, 5

としたときの，左から順に T = 7, 21, 35, 49 とした
ときの箱ひげ図である．それぞれの箱ひげ図では，左
から順に静的非ロバストモデルで d = μ としたもの
(SA)，静的ロバストモデル (SR)，適応型ロバストモ
デルにで It = Ia

t としたもの (ARa)，適応型ロバス
トモデルにで It = Iw

t としたもの (ARw) の結果が
示されている．ひげの最も上が最大値，最も下が最小
値を，箱の最も上が第 3 四分位点，最も下が第 1 四分
位点を，箱の中央の線が中央値を表す．
まず，非ロバストモデルとロバストモデルを比較す

ると，ロバストモデルの方が最大値，中央値，四分位
点のすべてにおいて小さく，頑健な結果が得られてい
るといえる．
また，ロバストモデルのうち，静的モデルと適応型

モデルで最大値を比較すると，T = 7 のときを除いて
適応型のほうが小さく，中央値および四分位点を比較
すると，すべての場合において適応型モデルのほうが
小さかった．これは，適応型モデルが“過去の情報を
これからの意思決定に使うことで悲観的すぎない意思
決定ができる”というモチベーションに基づいている
ことから妥当な結果といえる．
なお，適応型モデルにおいて It = Ia

t とした場合の
結果と It = Iw

t とした場合の結果との間に大きな差は
見られなかった．そのため，今回の場合はその日の需
要は直近 1 週間分の需要の関数で表されるとしても十
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分に良い結果が得られたといえる．

4. おわりに

本稿ではロットサイズ決定モデル (1) と在庫方策決
定モデル (4) を紹介し，それぞれのモデルで不確実性
を考慮する方法を述べた．具体的には，前者において
は生産間隔に合わせた安全在庫を保持する方法を，後
者においては最悪の場合を最適化するロバスト最適化
の考え方を導入した．さらに，これらのモデルがいず
れも（混合整数）2 次錐最適化問題として表現できる
ことを見た．本稿で扱った応用例はサプライ・チェイン
最適化に現れるものに限られているが，それでも 2 次
錐最適化が強力なツールであることを感じていただけ
れば幸いである．
なお，ロットサイズ決定モデル (1) と在庫方策決定

モデル (4) は最適化問題としてはよく似ている．実際，
モデル (4) において It =

∑t

s=1
(xs − ds) という変数

を導入すると，モデル (1) において，
• 製造費用を考えるのをやめて（ft = ct = 0 と
して），

• バックオーダーを許して（制約 0 ≤ It ≤ Ct

を外して目的関数における在庫費用の部分を∑
t∈T ht max{It, 0} と書き換えて），

• バックオーダーの費用を考えた（目的関数に∑
t∈T bt max{−It, 0} を加えた）

ものになる．2 次錐最適化という強力なツールを得た
いま，私たちは統一的な視点からこれらを扱い，より
優れたモデルを構築することができるかもしれない．
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