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反射型ランダムウォークの漸近解析
小林　正弘

待ち行列ネットワークや並列型待ち行列モデルにおいて，定常分布が解析的表現で求まるモデルは少ないで
す．ここで，定常分布が「解析的表現を持つ」とは，モデルのパラメータのみを使って，理論的に定常分布
を求めることができることを表します．定常分布が解析的表現で求まらない待ち行列モデルに対しては，裾
の漸近解析を行うことにより，性能評価を与えることができます．本稿では，待ち行列モデルの一般形であ
る反射型ランダムウォークの裾の漸近特性について紹介します．

キーワード：反射型ランダムウォーク，待ち行列ネットワーク，最小待ち行列選択式モデル，定常分
布，漸近特性

1. はじめに

待ち行列モデルには大きく分けると，単一型待ち行
列，つまり待ち行列が 1本であるモデルと，待ち行列
が複数本あるモデルに分類できます．本稿では，単一
型待ち行列ではなく，待ち行列が複数本あるモデルに
注目します．待ち行列が複数本あるモデルの代表例と
しては，待ち行列ネットワークや並列型待ち行列モデ
ルなどが挙げられます．
待ち行列モデルの性能評価をする際には，客の立場

で考える性能評価とサービスを提供する側から考える
性能評価の 2種類があります．客の立場で性能評価を
考える場合，到着した直後の客が何分待つかを与える
ことが重要であり，待ち行列の過渡解析が必要となり
ます．逆に，サービスを提供する側から性能評価をす
る場合は，システムを稼働している際の性能評価も考
えられますが，システムが頻繁に混雑を起こさないよ
うに，設計段階での性能評価が重要となってきます．そ
の場合，システムが長時間稼働したときの待ち人数や
待ち時間，つまり，平均待ち時間や平均待ち人数が重
要な指標となります．待ち行列モデルに対して，系内
客数の定常分布もしくはモーメントを求めることがで
きれば，これらの指標は理論的に計算が可能です．本
稿では，待ち行列のシステム設計の指標である，系内
客数の定常分布（以下，単に定常分布と呼びます）に
焦点を当てます．
単一型待ち行列モデルでは，定常分布が解析的表現

で求まるモデルも多い（もちろん，解析的表現でも求
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まらないモデルも存在します）ですが，待ち行列が複
数本あるモデルについては，ジャクソンネットワーク
などの特殊なモデルを除いて，定常分布を解析的表現
で求めることは難しいです．しかし，待ち行列を通信
ネットワークや生産工程，身近なところならば空港の
待ち行列など，それらに応用する際，待ち行列が複数
本あるモデルが必要であり，客の到着過程がポアソン
過程，サービス時間分布が指数分布というジャクソン
ネットワークの仮定を満たさない場合が多いです．つ
まり，それらのモデルに対しては，定常分布を直接求
めることは非常に難しいです．そこで，多くの研究で
は，定常分布の裾に注目し，その漸近特性を求めてい
ます．定常分布の裾の漸近特性を求めることができれ
ば，大きな混雑が起こる確率などを近似的に求めるこ
とができ，システム設計の際の性能評価に役立ちます．
多くの待ち行列モデルを部分集合として含む確率過

程として，反射型ランダムウォークがあります．反射
型ランダムウォークは，待ち行列のみならず，ファイ
ナンスや生物工学などにも応用される，非常に一般性
の高いモデルです．本稿では，まず，複数本あるモデ
ルの一般形として，反射型ランダムウォークの漸近解
析について取り上げたいと思います．その応用例とし
て，2 ノード待ち行列ネットワークと最小待ち行列選
択方式待ち行列モデルを例に，定常分布の裾の漸近特
性について紹介したいと思います．

2. 裾の漸近特性

本節では，準備として，裾の漸近特性の定義，およ
びその性質に触れたいと思います．まず，本稿全体で
(Ω,F , P)を確率空間とします．本稿における裾の漸近
特性は，簡単のため全て非負離散型確率変数を扱いま
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す．Z+ を非負整数全体の集合，Rを実数全体の集合，
R+ を非負実数全体の集合とします．また，本節では
X : Ω → Z+ を確率変数とします．
まず確率変数X の裾について，「裾が軽い」と「裾

が重い」の分類を以下のように与えます．

定義 2.1（軽い裾と重い裾）. 非負離散型確率変数 X

に対して
(i) E(eθX) < ∞を満たす θ > 0が存在する場合，

X は軽い裾を持つという．
(ii) E(eθX) < ∞ を満たす θ > 0が存在しない場
合，X は重い裾を持つという．

ここで，X の期待値や分散が存在したとしても，X

の裾が重い場合があるので，注意が必要です．例えば
X がパレート分布に従う場合，期待値や分散は存在し
ますが，θ > 0となる積率母関数は存在しないため，裾
が重い分布となります．
本稿では，分類 (i) である定常分布が軽い裾を持つ

場合を扱います．以下で，確率変数X に対して，厳密
な漸近特性と粗い漸近特性を定義します．

定義 2.2（厳密な漸近特性）. 非負離散型確率変数 X

に対して

lim
n→∞

P(X = n)

f(n)
= 1 (2.1)

を満たす関数 f : Z+ → R+ を確率変数X に対する厳
密な漸近特性と呼ぶ．

定義 2.3（粗い漸近特性）. 非負離散型確率変数 X に
対して

lim
n→∞

1

n
log P(X = n) = −α (2.2)

を満たす α > 0を確率変数 X に対する粗い漸近特性
または減少率と呼ぶ．

ここで，bを正の定数とし

f(n) = be−αn (2.3)

が (2.1)を満たす場合，X は幾何漸近特性を持つと呼
びます．このとき

lim
n→∞

1

n
log f(n) = −α

であるので，厳密な漸近特性により，(2.2)の粗い漸近
特性も求まります．M/M/1やM/G/1待ち行列さら
にはジャクソンネットワークなどにおいては，定常分布

が存在しかつ軽い裾を持てば必ず幾何的に減少します．
一方，到着やサービスに背後状態がある待ち行列モデ
ルや一般の待ち行列ネットワークについては，必ずし
も幾何漸近特性を持つとは限りません．一般に待ち行
列モデルにおいて，定常分布の裾が軽い場合は，b > 0

と κ ∈ Rに対して

f(n) = bnκe−αn

となる漸近特性が求まることが予想されます（[1]参照）．

例 2.1（M/M/1 待ち行列）. 到着率 λ，平均サービ
ス時間 μ−1 であるM/M/1待ち行列において，λ < μ

を満たすとき，系内客数の定常分布は存在します．ρ =

λ/μとすると，定常分布 π は

π(n) = (1− ρ)ρn, n ∈ Z+

で与えられます．よって，X をM/M/1待ち行列の定
常分布に従う確率変数（定常分布は，時刻に依存しな
い確率分布であるので，確率変数を用いて定義できる
ことに注意）とすると

f(n) = π(n) = (1− ρ)ρn

とすれば，(2.1)を満たすので，この f はM/M/1待
ち行列の厳密な漸近特性となります．

M/M/1待ち行列のように，定常分布を解析的表現
で求めることができれば，もちろん漸近特性も求める
ことができます．しかし，定常分布が求まらないモデ
ルでは，漸近特性を直接定常分布から求めることがで
きないので，いくつかのアイディアが必要となります．

3. 反射型ランダムウォーク

待ち行列モデルの系内客数は連続時間型確率過程で
あるのに対して，ランダムウォークは離散時間型確率
過程です．これらのモデルは違うモデルに見えますが，
連続時間型確率過程から定常分布が一致するような離
散時間型確率過程を作ることが可能です．この手法は
一様化と呼ばれます（例えば [2]など参照）．また，待
ち行列ネットワークの多くは，一様化により反射型ラン
ダムウォークで表現することができます．例えば，ジャ
クソンネットワークやそれに集団到着や同時到着，協
力サービス型サーバなどをモデルの仮定として加えて
も，それらは反射型ランダムウォークで表現できます
（[3～5]など参照）．つまり，それらの待ち行列ネット
ワークの定常分布の漸近解析は，反射型ランダムウォー
クの定常分布の漸近特性を求めることにより実現する
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ことができます．よって，多くの待ち行列ネットワー
クを特殊例として含む反射型ランダムウォークの漸近
解析は非常に重要であることが言えます．そこで，本
節では反射型ランダムウォークの漸近特性について述
べたいと思います．
まず反射型ランダムウォークを簡単に紹介します．整

数値をとる離散時間型確率過程に対して，一様な推移
確率を持つ確率過程をランダムウォークと呼びます．ラ
ンダムウォークに対して，値を非負整数に制限し，境
界に反射壁を作る，そしてその反射壁でも一様な推移
を持つ場合，その確率過程を反射型ランダムウォーク
と呼びます．
以下では，反射型ランダムウォークの定義を与えま

す．dを自然数とし，以下の記号を使います．
• J = {1, 2, . . . , d}.
• S = Z

d
+: 状態空間．

• {Z� = (Z�1, Z�2, . . . Z�d) ∈ S ; � ∈ Z+}: 状態空
間 S を持つ離散時間型マルコフ連鎖．

A ⊂ J に対して，SA を

SA = {s ∈ S ; sk ≥ 1, k ∈ A, sk′ = 0, k′ ∈ J \ A}

とします．例えば，s ∈ SJ であるとき，任意の k =

1, 2, . . . , dに対して，sk ≥ 1を満たします．また，SA

は S の有限分割となります．すなわち，A,A′ ⊂ J

(A �= A′) に対して，SA ∩SA′ = ∅かつ S = ∪A⊂JSA

を満たします．さらに A ⊂ J に対して，XA ≡
(XA

1 , XA
2 , . . . , XA

d )を互いに独立で，各要素が −1以
上の整数値をとる離散型確率変数ベクトルとします．こ
こで，k ∈ A に対して，XA

k ≥ −1，k′ ∈ J \ A に対
して，XA

k′ ≥ 0であると仮定します．例えば，XJ は，
任意の k に対して，XJ

k ≥ −1を満たす確率変数ベク
トルであり，X∅ は任意の k に対して，X∅

k ≥ 0 を満
たす確率変数ベクトルとなります．

定義 3.1（反射型ランダムウォーク）. � ∈ Z+, A ⊂
J, s ∈ SA, s

′ ∈ S に対して Z� が

P(Z�+1 = s′|Z� = s) = P(XA = s′ − s) (3.1)

を満たすとき，離散時間型マルコフ連鎖 {Z�}を d次
元反射型ランダムウォークと呼ぶ．

(3.1)は以下の式と同値となります．

Z�+1 = Z� +
∑
A⊂J

XA
� 1(Z� ∈ SA) (3.2)

ただし，1(·)は定義関数であり，XA
� は各々独立であ

り，XA
� は XA と同一分布に従う確率変数ベクトル

図 1 1 次元反射型ランダムウォークの推移図

とします．(3.2) を満たす {Z�} も，反射型ランダム
ウォークと呼ばれます（詳しくは [1]参照）．また，反
射型ランダムウォークが非周期かつ既約で定常分布が
存在する場合，(3.2)を使って，定常方程式

Z
d
= Z +

∑
A⊂J

XA1(Z ∈ SA) (3.3)

が求まります．ここで，Z は定常分布に従う確率変数
を表し， d

=は分布の意味での等式を表します．

例 3.1（1次元反射型ランダムウォーク）. d = 1とす
ると，Z� = Z�1, XA = XA

1 となり，(3.1)（または
(3.2)）を満たす {Z�1}は 1次元反射型ランダムウォー
クとなります．この場合，p0, p1 ∈ R+ に対して

P(X∅
1 = 1) = p0, P(X∅

1 = 0) = 1− p0,

P(X{1}
1 = 1) = p1, P(X{1}

1 = −1) = 1− p1

と与えることができます．{Z�1}は出生死滅過程とも
呼ばれ，{Z�1}の推移図は図 1により与えられます．

3.1 定常分布の漸近解析について
d次元反射型ランダムウォークの定常分布を解析的

表現で求めることは，非常に困難であり，多くの研究で
は，定常分布の裾の漸近特性を理論的に求めています．
では，定常分布が求まらないモデルに対して，漸近解
析をどのように行うのでしょうか．ここで，反射型ラ
ンダムウォークの定常分布の漸近解析について，代表
的な手法を紹介したいと思います（詳しくは [1]参照）．
(i) 大偏差理論
[6, 7]などで紹介されている大偏差理論を用いて，定

常分布の減少率を求める手法です．大偏差理論を使っ
た漸近解析では，より一般的な確率過程や待ち行列モ
デルを対象に扱うことができます．一方，大偏差理論
における率関数が非常に複雑になる場合が多く，理論
的にはもちろん数値計算でも率関数が解けない場合が
あります．
(ii) 行列解析法
反射型ランダムウォークの変化量に関するベクトル

XA に対して，全ての要素が 1以下と仮定すると，準
出生死滅過程（準出生死滅過程については [2, 8]など
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参照）でも表現することが可能です．この，準出生死滅
過程の定常分布は率行列によって決まることが知られ
ています（[2, 8]など参照）．この「定常分布が率行列
で表現できる」という特性を使うと，定常分布の幾何
漸近特性が求まる場合があります．ただし，パラメー
タの条件によっては，行列解析法では定常分布の漸近
特性が求まらない場合もあります．
(iii) マルコフ加法過程
反射型ランダムウォークにおける定常分布の漸近解

析の難しさは，境界において推移確率が変化すること
にあり，その境界が可算無限集合であることが一つの
要因となります．そこで，一部境界を取り除くことに
より，いったん簡単なモデルで漸近特性を求め，それを
元のモデルの漸近解析に利用する方法があります．境
界を取り除いた反射型ランダムウォークをマルコフ加
法過程と呼び，そのマルコフ加法過程の定常分布に相
当する，占有測度の漸近特性により，反射型ランダム
ウォークにおける定常分布の減少率の下界を求めるこ
とができます（[4, 5]参照）．
(iv) 積率母関数の収束領域
反射型ランダムウォークの定常分布の積率母関数が

収束する領域を求めることにより，定常分布の減少率
の上界を求めることができます（[1, 4] などを参照）．
この収束領域は，定常方程式 (3.3) から求まる定常不
等式（[1]の式 (6.3) など参照）と (i)の大偏差理論を
使うことにより，求めることができます．
(v) 複素関数解析
(3.3)より，定常分布の積率母関数に関する定常方程

式を求めることが可能です．この積率母関数に関する
定常方程式を複素平面に拡張し，解析接続等を使うこ
とにより，(iv)より求めた収束領域の特異点を分類す
ることができ，定常分布の厳密な漸近特性を求めるこ
とができます（[3]参照）．この手法は現在，d = 2か
つXAの各要素が 1以下の反射型ランダムウォークの
みに適用されており，d ≥ 3の場合やXA が有界でな
い場合には適用が難しいです．
以上が定常分布の漸近特性を求める際，主に使われ

ている手法です．これらの手法は，現在 d = 2，つま
り 2次元の反射型ランダムウォークに適用されている
場合が多く，2 次元反射型ランダムウォークの漸近特
性については，多くの研究があります．そこで，以下
では 2次元反射型ランダムウォークの結果について述
べたいと思います．
以下では，2次元反射型ランダムウォークが非周期か

つ既約であり，定常分布が存在すると仮定します．2次

図 2 2 次元反射型ランダムウォークの推移図の例

元反射型ランダムウォークの定常分布が存在する条件，
つまり安定条件については，[4, 9] などで知られてい
ます．
d = 2 であるので，状態空間は S = Z

2
+ で与えら

れ，Z� = (Z�1, Z�2), X
A = (XA

1 , XA
2 ) となります．

また，集合 A は，A ∈ {∅, {1}, {2}, {1, 2}} を満たし
ます．ここで，i, j = −1, 0, 1, 2, . . . に対して

pA
ij = P(XA = (i, j))

とします．このとき，XA ≤ (1, 1),つまり各要素の変
化量を 1 以下に制限したとき，{Z�} の推移図は図 2

により与えられます．
2次元反射型ランダムウォークに対し，[6]では，(i)

の手法である大偏差理論と (iii)の手法であるマルコフ
加法過程を使って，定常分布の減少率を得ています．し
かし，その減少率の計算は，数値計算すら困難な形と
なっています．そこで，[5]では，変化量を 1以下に限
定した（つまり，XA ≤ (1, 1)を満たす） 2次元反射
型ランダムウォークに対して，(i)–(iii) を使い，モデ
ルパラメータのみを使って，定常分布の厳密な漸近特
性を理論的に求めています．ここで，XA ≤ (1, 1)を
満たす 2次元反射型ランダムウォークを 2重出生死滅
過程と呼ぶことにします．その漸近特性は，定常分布
に従う確率変数Z = (Z1, Z2)と，i = 1, 2 に対して，
f(n) = cikn

−κe−nαi，つまり

lim
n→∞

P(Zi = n, Z3−i = k)

cikn−κe−nαi
= 1 (3.4)

で与えられます．ここで，cik > 0は iと kに依存する
定数，κ はモデルパラメータにより，κ = 0, 1/2, 3/2

に分類することができます．また，αi は定常分布の減
少率であり，[5]では定常分布の減少率に関しても，モ
デルパラメータのみを使って表現しています．
[3]では，[5]と同じモデル，つまり 2重出生死滅過程
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に対して，その結果と (iv)および (v)の手法を使って，
これらの結果を拡張させています．[3]では，任意方向
の定常分布の厳密な漸近特性を求めています．ここで，
任意方向の漸近特性とは，c1, c2 ≥ 0かつ c21 + c22 = 1

を満たす定数に対して

lim
n→∞

P(c1Z1 + c2Z2 ≥ n)

g(n)
= 1

を満たす g を任意方向の漸近特性と呼びます．
[10]では，[5]のモデルを拡張させ，Z�1 および Z�2

が有限次元ベクトルであるような，2次元反射型ラン
ダムウォークに対して，漸近解析を行っています．こ
のモデルを，背後過程のある 2重準出生死滅過程と呼
び，到着やサービスに背後状態がある待ち行列ネット
ワークなどに適用ができます．[10]では，基本行列に
おける行列 2次方程式の最小非負解を計算することに
より，定常分布の漸近特性が求まる仕組みとなってい
ます．
[4]では，XA ≤ (1, 1)という仮定を取り除く，つま

り変化量が上に有界でない 2次元反射型ランダムウォー
クに対して，定常分布の漸近特性を求めています．[4]
では，主に粗い漸近特性

lim
n→∞

1

n
log P(Zi = n, Z3−i = k) = −αi (3.5)

を満たす αi をモデルパラメータのみで表現していま
す．また，任意方向の漸近特性と厳密な漸近特性の一
部も同時に求めています．

4. 待ち行列モデルへの応用

本節では，反射型ランダムウォークの漸近特性を待
ち行列モデルに応用します．

4.1 協力サービスジャクソン型ネットワーク
待ち行列ネットワークの代表例であるジャクソンネッ

トワークの定常分布は，解析的表現を持ち，定常分布
を求めることが可能です．そのジャクソンネットワーク
のサービスに関して，片方のノードが空のときに，も
う一方のサーバを協力するモデルに拡張すると，もは
や定常分布は解析的表現を持ちません．では，サーバ
が協力するモデルは定常分布に対してどのような影響
を与えるのでしょうか．本節では，定常分布の漸近特
性への影響を紹介したいと思います．
モデルの仮定は以下のとおりです（図 3，図 4参照）．
• 2ノードの待ち行列ネットワーク
• 客は率 λi (i = 1, 2) のポアソン過程でノード iに
到着する．

図 3 協力サービスジャクソン型ネットワーク

図 4 ノード 2 に客がいない場合

• 各ノードのサービス時間分布はそれぞれ平均 μ−1
i

(i = 1, 2)の指数分布に従う．
• ノード 1でサービスを終えた客は，確率 pでノー
ド 2に移り，確率 1− pでネットワークから退去
する．ノード 2でサービスを終えた客は，確率 q

でノード 1に移り，確率 1− q でネットワークか
ら退去する．

• 片方のノードに客がいない場合，サーバ 2台で客
がいるノードをサービスする．つまり，平均サー
ビス時間が (μ1 + μ2)

−1 となる．
この待ち行列ネットワークを協力サービスジャクソ

ン型ネットワークと呼びます．もちろん，協力サービ
スジャクソン型ネットワークは 2次元反射型ランダム
ウォークで表現可能であり，さらに，任意のA ⊂ J に
対して，XA ≤ (1, 1)を満たすため，2重出生死滅過
程であると言えます．また，このネットワークの安定
条件は，ジャクソンネットワークの安定条件と同様に

ρ1 ≡ λ1 + λ2q

μ1(1− pq)
< 1, ρ2 ≡ λ2 + λ1p

μ2(1− pq)
< 1

で与えられます．
以下では，安定条件を仮定します．3 節で述べたよ

うに 2重出生死滅過程の定常分布の漸近特性は [3, 11]

などで求まっています．その漸近特性は積率母関数の
収束領域の最大点で与えられます．また，収束領域は
変化量の積率母関数によって決定されます（詳しくは
[1, 3]参照）．ここで，協力サービスジャクソン型ネッ
トワーク（そのネットワークを一様化した反射型ラン
ダムウォーク）の変化量の積率母関数を γ とします．
つまり，A ⊂ J = {1.2}に対して

γA(θ) = E(e〈θ,XA〉), θ = (θ1, θ2) ∈ R
2

です．ここで 〈θ,XA〉 はベクトル θ とXA の内積を
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図 5 協力サービスジャクソン型ネットワーク収束領域の例

図 6 最小待ち行列選択式モデルの例

表します．∂ΓA = {θ ∈ R
2 : γA(θ) = 1}，収束領域を

D とすると，収束領域は図 5のように与えられます．
協力サービスジャクソン型ネットワークの漸近特性

の特徴として，ノード iの減少率を τi とすると，ジャ
クソンネットワークのノード i の減少率 log ρ−1

i より
大きい，すなわち，τi > log ρ−1

i が必ず成り立ちます．
ジャクソン型ネットワークは，ノードが空のときのみ
協力するだけでも，その性能評価量は漸近特性という
意味においても改善するという結果を得ることができ
ます．

4.2 最小待ち行列選択式モデル
並列型待ち行列において，到着した客が最小待ち行

列を選択するモデルを最小待ち行列選択式モデルと呼
びます（図 6参照）．
最小待ち行列選択式モデルにおいて，各待ち行列の系

内客数からなるマルコフ連鎖は，反射型ランダムウォー
クになりません．それでも，状態空間を上手く取るこ
とによって，最小待ち行列選択式モデルは反射型ラン
ダムウォークで表現可能です．
モデルの仮定は以下のとおりです．
• k (≥ 2)本の並列型待ち行列モデル．
• 客は率 λのポアソン過程で到着し，到着した客は
1番短い待ち行列を選ぶ．

• 待ち行列 i (i = 1, 2, . . . , k) のサービス時間分布
はそれぞれ平均 μ−1

i の指数分布に従う．
Li(t)を時刻 tにおける i番目の待ち行列の系内客数と

します．M(t)を時刻 tにおける最小待ち行列長，Yi(t)

を i番目の待ち行列長と最小待ち行列長の差，Y (t)を
Yi(t) からなる確率変数ベクトルとします．つまり

M(t) = min(L1(t), L2(t), . . . , Lk(t)),

Y (t) = (L1(t)−M(t), . . . , Lk(t)−M(t))

とします．{Z(t); t ∈ R+} = {(M(t),Y (t)); t ∈ R+}
は連続時間型マルコフ連鎖であり，それを一様化した離
散時間型マルコフ連鎖 {Z�; � ∈ Z+} = {(M�,Y �); � ∈
Z+}は，d = k + 1である反射型ランダムウォークと
なります（詳しくは [12]参照）．
ここで，表記の都合上，J = {0, 1, 2, . . . , k} とし

て新たに定義し直します．すると，Z�0 は最小待ち行
列長を表す確率変数となり，Z�i(i = 1, 2, . . . , k) は
i 番目の待ち行列長と最小待ち行列長の差を表す確率
変数となります．また Y � の i番目の要素を Y�i とす
ると，Y�i = 0となる iが必ず存在するため，{Z�}は
境界のみを滞在する特殊な反射型ランダムウォークに
なります．また各状態の特徴についてですが，例えば
A = J \ {1} としたとき，SJ\{1} という状態空間は，
最小待ち行列長が 1以上でありかつ待ち行列 1のみが
最小待ち行列であることを表します．そのときの変化
量XJ\{1} の確率分布は

P(XJ\{1} = (j, v)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

λ, (j,v) = (1,−1+ e1),

μm, (j,v) = (0,−em),

μ1, (j,v) = (−1,1− e1),

0, その他

となります．ただし，m �= 1，1は全ての要素が 1で
ある k次元の行ベクトルであり，ei(i = 1, 2, . . . , k)は
i番目の要素が 1で他は 0である k 次元の行ベクトル
です．他の変化量についても，同じような推移確率を
持ちます（詳しくは [12]参照）．また，{Z�}の定常分
布の存在条件は

ρ ≡ λ∑
k

i=1
μi

< 1

として知られています（[13]参照）．
Z = (M,Y )を最小待ち行列選択式モデルにおける

反射型ランダムウォークの定常分布に従う確率変数と
します．最小待ち行列選択式モデルの最小待ち行列長
における定常分布の漸近特性は

lim
n→∞

P(M = n,Y = h)

chρkn
= 1 (4.1)
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であることが予想されてきました．ここで，h ∈ Z
k
+で

あり，ch > 0は hに依存した定数です．この予想は，
待ち行列を 1本にしたときの漸近特性と一致する，す
なわちM/M/k待ち行列と同じであることを表してい
ます（ただし，定数項は一致しない）．
(4.1) は，[14] で最初に証明されました．[14]では，

待ち行列の本数が 2本であること，サービス率が同じ
であること（つまり，μ1 = μ2）を仮定し，(4.1)が成
立することを証明しています．
多くの研究が [14]の結果を拡張しています．[15]で

は，μ1 = μ2 を仮定しない，つまり，μ1 �= μ2 と拡張
したモデルについて，(4.1)を証明しています．[16]と
[17]では，到着とサービスに背後状態が存在するモデ
ルに対して，(4.1)を得ています．また，[11]や [13]で
は，最小待ち行列を選ぶ客のほかに，待ち行列を選べ
ない客が存在する，一般化最小待ち行列選択式モデル
に対して，漸近特性を得ています．[11] と [13] では，
最小待ち行列を選ぶ客と待ち行列を選べない客の比率
によって，(4.1)が成り立つ場合と成り立たない場合が
あることを示しています．ここまで紹介したモデルは，
待ち行列が 2本，つまり k = 2であることを前提とし
ています．一方，[12]では，待ち行列が一般の本数であ
る場合にも，(4.1)が成立することを証明しています．

5. 終わりに

待ち行列ネットワークや並列型待ち行列において，
漸近特性を求めることは非常に重要であることを述べ
てきました．しかし，漸近特性が求まっているモデル
は限定されています．例えば，3 次元反射型ランダム
ウォークや行列 k 本である一般化最小待ち行列選択式
モデルの漸近特性など未だ解決していない問題はたく
さんあります．通信ネットワークなどの応用を考えま
すと，より高次元の反射型ランダムウォーク，到着や
サービスを一般化したモデル，さらには客の振る舞い
を一般化したモデルの解析が必要となります．本特集
号の読者が漸近解析に興味を持っていただき，より一
般化されたモデルの漸近解析について挑戦していただ
けると幸いです．また，定常分布の漸近解析を行うと
きには，(3.4)，(3.5)，さらには (4.1)のように，モデ
ルパラメータのみを使って漸近特性を得ることが重要
であることを強調し，本稿を終えたいと思います．
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