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面の話
村松　正和

近年，半正定値計画や共正値計画といった新しい最適化問題が出現しているが，その基礎となるのは凸錐
や凸集合といった概念である．凸集合には「面」と呼ばれる概念があるが，それは通常の多面体における面
とはやや異なった定義であり，その差異に注意すべき点がある．本稿では，凸集合や凸錐における「面」に
ついて，基本的な部分から最新の結果までを，筆者の気の趣くままに紹介する．
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1. はじめに

面の話をしようと思う．そのきっかけとなったのは
徳島で開催された OR学会における以下の事件である．
懇親会の席で S先生（女性）に「女は 40までは面

で勝負だけど，その後は中身で勝負．でも男が中身で
勝負するのは 40までで，40過ぎたら面で勝負．あな
たはそういう意味でだめね～」と言われた．ここで言
う面とは，端的に言えば顔である．
その言明が正しいのかどうか，そのとき筆者には実

感がなかったのだが，後で調べてみると「男は 40を過
ぎれば自分の面に責任を持たなければならない1．」と
言ったのはリンカーンであった．ある人を閣僚に入れ
るように推薦されたのに対し，「彼は顔が悪い」といっ
て断ったことに関連して述べた言葉だそうである．リ
ンカーンは面を表面的なものではなく，中身を映し出
すものとして捉えていた．
筆者自身が「面が悪い」と言われるのはそんなもの

だと思っているし，この年になってはあまり気にもし
ない．しかし彼女の主張は「筆者は面が悪い ∧（面が
悪い → 中身が悪い）」ということなので，それなりに
ショックであった．しかし同時に，「面が中身を表す」
ということは，われわれがよく取り扱っている凸集合
の場合でも成り立つことだなあ，一つこれをネタに書
いてみよう，と思い立ったのである．
というわけなので，本稿では凸集合の「面 (face)」を

扱う．面は表面的なものでなく，中身を映し出すもの
であること，それは，凸集合においても同じことであ
ることを，本稿では説明したいと思う．
面というと，普通の人は図 1 の a のようなものを

むらまつ　まさかず
電気通信大学
〒 182–8585 東京都調布市調布ヶ丘 1–5–1

図 1 多面体の面

思い浮かべるだろう．もう少し専門で習ったことのあ
る人の中には，b や c も面と言う人がいるかもしれな
い．それも正解である．多面体は，その名のとおり面
によって構成されている．いずれにせよ，オペレーショ
ンズ・リサーチの関係者は，主に線形計画の文脈で面
を習うことが多いと思うので，面を凸多面体の構成要
素として認識している人が多いように思われる．
しかし最近，半正定値計画 (SDP)，2 次錐計画

(SOCP) などの錐線形計画が発達するにつれ，「凸集
合における面」というものを意識しなければならない
場面が増えてきた．特に，私が最近勉強し始めている
「共正値計画」に関しては，不思議なこと，未解決なこ
とがたくさんあり，たいへん興味深いと感じている．
この「凸集合における面」は，まじめにRockafeller

の本 [5]を勉強した人にはなじみ深い概念かもしれな
いが，この本は読みこなすのが大変で有名である．ま
た日本語の良い教科書もあまり見当たらない．まして，
最新の錐線形計画の枠組みでそれがどうなっているの
か，意外に知られていないような気がする．
本稿では，このような「凸集合における面」に関し

て，散発的なトピックをいくつか紹介する．これによ
り，「面」に興味を持ってもらえるようになれば幸いで
ある．
1 “Every man over forty is responsible for his face”.
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図 2 支持超平面

2. 凸多面体における面

まず凸多面体とは何だったか，思い出そう．有限本
の 1次等式あるいは（等号付き）1次不等式を満たす
R

n の部分集合 P を凸多面体と呼ぶ．式で書けば，

P = {� ∈ Rn |A1� = �1, A2� ≥ �2 }

である. 線形計画問題の許容集合は凸多面体になって
いることはよく知られている.

多面体 P のすべての点が不等式 �T� ≥ b（ただし
� �= 0 とする）を満たすとき，この不等式を妥当不等
式 (valid inequality)と呼ぶ. 妥当不等式 �T� ≥ b に
対し，その境界 H(�, b) = {� ∈ Rn |�T� = b } が
P と交わりを持つとき，H(�, b) を P の支持超平面
と呼ぶ（図 2）．さらに，多面体と支持超平面の共通集
合 P ∩ H(�, b) を P の面と呼ぶ（便宜上，P 自身と
空集合 ∅ も P の面とする）．これがよく使われる多面
体における面の定義である．
定義からすぐに，多面体の面はやはり多面体である

ことがわかる．通常の線形計画の教科書（例えば [4]）
では，この後に「線形計画問題の最適解の集合は面に
なる」というような記述が続くことになる．
多面体の面で重要な性質は，次に紹介する階層構造

である．
1. 多面体は内部とその境界に分けられ，境界は 1次
元下の面すべての和集合となっている．

2. 多面体の面は，面の内部とその境界に分けられ，
境界は 1 次元下の面の和集合となっている．

つまり，多面体の面はそれより次元が 1つだけ下の面
により囲まれている．これは多面体の面の特徴的な構
造である．

3. 凸集合における面

とりあえず最初に，凸集合 C ⊆ Rn における面の定
義を紹介しよう．

図 3 面 F の定義

定義 1. 集合 F ⊆ C が面 (face)であるとは，次が成
り立つことである．

∀�,� ∈ C, ((�+ �)/2 ∈ F → �,� ∈ F) .

この定義を読むと，だいたいの人は「？」という感
じを持つものと思う．私も最初はそうで，この定義が
自分の身に入るまでは結構時間がかかった．
そもそも，多面体における面は「多面体と支持超平

面の交わり」であり，支持超平面という概念は凸集合に
も自然に定義されるものなのだから，なんで面が「凸
集合と支持超平面の交わり」ではいけないのか，疑問
に思うのが当然である．「凸集合と支持超平面の交わ
り」という直感的な物言いに対し，定義 1 はどこか間
接的である．
定義 1 を少し噛み砕いてみよう．これは F が面で

あるとき「もし凸集合の中に 2 点 �, � があり，これ
らの中点が F に入っているならば，実は � も � も
F に入っている」ことを主張している（図 3 参照）．
離散数学や論理学で習ったように，論理式 A → B は
¬A∨B と等価だから，中点が F に入っていない場合
には，何も主張していないことに注意しよう．
実は，「凸集合と支持超平面の交わり」として定義さ

れる概念もある．

定義 2. 凸集合とその支持超平面の交わりを露出面
(exposed face) と言う．

露出「面」というくらいなので，一般に露出面は面
である2が，その逆は必ずしも正しくない．図 4 を見
てみよう．2 次元平面内に，競技場のトラックのよう
な形をしている 凸集合がある．この凸集合に対し，H

が支持超平面であるので，凸集合と支持超平面の交わ
り F1（左の黒丸から右の黒丸まで）は露出面である．

2 証明は簡単です．以下，この脚注があるものは，腕に覚
えのある人は証明に挑戦してください．理解を深めるのに
役立つでしょう．
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図 4 面と露出面

一方，F0 は �0 の 1 点からなる集合であるが，実は
これで面になっている．少し考えるとこの凸集合の中
で �0 以外の 2点を取った場合，その中点が �0 とな
ることはないことが理解されるだろう．
ところが，F0 は露出面ではない．この凸集合の曲線

部分は，丁度 �0 において傾きが 0 になるように取ら
れており，支持超平面 H を �0 を中心に少しでも傾
けると，凸集合の内部と交わってしまい，支持超平面
ではなくなる．
というわけで，「露出面」と「面」は異なるものであ

ることは納得されたと思う．上記の例はかなり人工的
で特殊な例と思われるかもしれないが，本稿の後半で
は別の「露出面でない面」を見ることになる．「面」と
「露出面」が異なるのはありふれた状況であることが理
解されるであろう．
さて，凸集合の面を定義 1 とすることの利点はいく

つもあるが，中でも特に重要なものの1つは，以下に述
べるように凸集合を面によって分解できることである．
凸集合 C の面の集合を F(C) と置く．つまり，

F ∈ F(C) ⇔ F は C の面
である．また，凸集合 F の内部（相対内点 (relative

interior point)の集合）を ri(F )と書く．このとき，以
下が成り立つ．

定理 3. 1. 相異なる 2つの面 F1，F2 ∈ F(C) にお
いて，ri(F1) ∩ ri(F2) = ∅.

2. C = ∪F∈F(C)ri(F ).

3. 任意の相対的開凸集合 D ⊆ C に対し，D ⊆
ri(F ) となるような F ∈ F(C) がただ 1つ存在
する．

この定理は凸集合を，それが含むすべての面の相対内
点の和集合として一意に分解できる，ということを表
している．まさに面は凸集合そのものを表しているの
である．
ここで，面を露出面に変えると，上記定理の 2 は成

り立たない．例えば図 4 で �0 は面 F0 の相対内点で

図 5 2 × 2 行列と 3 次元空間の対応

あるが，どの露出面の相対内点でもない．したがって，
2 と同様の和を露出面全体で取っても，�0 は含まれず，
元の凸集合を復元できないのである．これは美しくな
い．やはり，中身に対して責任を持つためには，面の
定義は定義 1 でなければならない．

4. 半正定値錐の面

n × n 行列 X において XT = X が成り立つとき，
X は対称行列であると言う．ここで XT は X の転置
行列である．実 n × n 対称行列の集合を Sn と書く．

X ∈ Sn は，n(n + 1)/2 個の実数で定められるの
で，n(n + 1)/2 次元の実ベクトル空間とみなすことが
できる．図 5 に 2× 2 対称行列と R3 のベクトルの対
応を示す．このような対応をもって行列 X を「点」と
みなすことにする．右の空間における和やスカラー倍
は通常の行列の和やスカラー倍と同様になることに注
意しよう．
ただし，内積だけは通常の Rn の内積と異なり，次

のように定義する3．

〈X, Y 〉 = tr(XY ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

XijYij . (1)

2 × 2 対称行列で図 5 と同様の変数名を用いれば，
〈X, Y 〉 = x1y1 + 2x2y2 + x3y3 となり，確かにこれは
通常の R3 の内積と x2y2 の係数が異なっている．Sn

における超平面を，A ∈ Sn, b ∈ R を用いて
H(A, b) = {X ∈ Sn |〈A, X〉 = b}

で定義する．ただし A はゼロ行列ではないとする．
ここで集合

S+
n = {X ∈ Sn |X は半正定値4 }

を考える．S+
n は半正定値錐と呼ばれ，半正定値計画

で用いられる重要な錐である．半正定値錐に関する以
下の性質はよく知られている．

3 これが内積の性質を持つことは各自確かめられたい．
4 X が半正定値とは任意のベクトル � に対し �

T X� ≥ 0
となることである．これは，X の固有値がすべて非負であ
ることと等価である．
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定理 4. 1. S+
n は閉凸錐である．

2. 双対錐 (S+
n )∗ = {Y ∈ Sn | 〈X, Y 〉 ≥ 0 (∀X ∈

S+
n ) } が自分自身である．すなわち，(S+

n )∗ =

S+
n .

それでは，S+
n の面はどのようなものだろうか．そ

れを語る前に，次を定義しよう．

定義 5. 閉凸錐 C の任意の面（ただし C と空集合
を除く）が露出面であるとき，C は面露出 (facially

exposed) であると呼ぶ．

例えば多面体の錐は面露出であるが，実は S+
n も面露

出であることが知られている．そのため，以下では S+
n

の露出面に関してのみ考えることにする．
S+

n が錐で，O（ゼロ行列）を含むことを考えると，
その支持超平面は H(A, 0)の形をしており，露出面は

F (A)=S+
n ∩ H(A, 0)=

{
X ∈ S+

n |〈A,X〉=0
}

(2)

と表されることがわかる．以下，さまざまな A に関し
て，F (A) がどのようになるかを調べてみよう．
まず，もし A が半正定値でなければ，H(A, 0) は

S+
n の内部と交わり，支持超平面にはならない5．
次に A として正定値行列を選ぶと，F (A) = {O}

となり，これは 1点だけからなる面である．
最後に A としてランク r < n の半正定値行列を選

んでみよう．半正定値行列 A は，直交行列 Q を用い
てA = QDQT と分解できることは広く知られている．
ここで

D =

(
D1 O

O O

)

は対角行列であり，r × r 対角行列 D1 の対角要素は
すべて正である．また，O は（それぞれ適当なサイズ
の）ゼロ行列である．すると，k = n − r として

F (A) =

{
QX̃QT

∣∣∣∣∣X̃ =

(
O O

O A3

)
, A3 ∈ S+

k

}

となる6．
A = O のときは F (O) = S+

n とみなせることを考
慮すると，S+

n の面は
空集合，および F (A)（A は半正定値）

であり，これですべてである．
ここで気がつくのは，面 F (A)の次元が k(k +1)/2

(0 ≤ k ≤ n) となることである．多面体のときには，
5 証明は簡単です．
6 証明は簡単です．

ある面の境界はそれより 1次元低い面によって構成さ
れていたが，S+

n の場合には，「1次元低い面」という
のは一般に存在しない．よってその階層構造は多面体
のときと少し異なるものになる．

1. S+
n はその内部と境界に分けられ，境界は次元
が n(n − 1)/2 の面全体の和集合である．

2. 任意の k(k +1)/2次元の面はその内部と境界に
分けられ，境界は k(k − 1)/2 次元の面の和集
合である．

3. ある整数 0 ≤ k ≤ nに対し k(k + 1)/2 と表せ
ないような次元では，S+

n の面は存在しない7．

5. 共正値錐の面

最近，共正値錐を用いた最適化問題が理論的に展開
され，さまざまな研究が行われている．これは半正定
値計画の先を行く最先端の研究なので，なかなか日本
語の情報も少なく難しいと思うが，やはり凸錐の話で
あるので，少しだけ噛み砕いて「面」という観点から
説明しよう．なお，この章で扱う行列の共正値性，完
全正値性に関しては入門書 [1] が読みやすく，お薦め
する．
再び対称行列空間 Sn を考える．内積は (1) で定義

する．

定義 6. X ∈ Sn が共正値 (copositive) であるとは，
任意の非負ベクトル �に対し

�
T X� ≥ 0

となることである．Sn における共正値な行列の集合
を共正値錐と呼び， Cn と書く．

この定義は半正定値性の定義と非常によく似ている
が，半正定値性においては � は任意のベクトルでよ
かったのに対し，共正値では �に非負であるという条
件を課している．よって，X が半正定値ならば，それ
は共正値である．つまり，Cn ⊇ S+

n が成り立つ．
次に完全正値性を紹介する．

定義 7. 対称行列 X ∈ Sn が完全正値 (completely

positive) であるとは，いくつかの非負ベクトル
�1, . . . ,�k を用いて

X =

k∑
j=1

�j�
T
j

と書けることである．n × n完全正値行列の集合を完
7 空集合は例外とする．
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全正値錐と呼び， Kn と書く．

実際，CnもKn も閉凸錐になる．また，CnとKnは
互いに双対な錐であることが知られている．すなわち，
Kn = C∗

n が成り立つ．さらに，完全正値行列は半正定
値である8ので，

Kn ⊂ Sn

が成り立つし，また一般に等号は成り立たない．
半正定値錐 S+

n に比べ，Cn や Kn の面構造について
はまだあまりよくわかっていないが，1 次元の面に関
する次のことは知られている．

1. 任意の非負ベクトル � に対し {α��T |α ≥ 0}
は Kn の 1次元の露出面である．

2. Kn の任意の 1次元の面はある非負ベクトル �

を用いて {α��T |α ≥ 0}と書ける．
3. {α�i�

T
i |α ≥ 0}は Cn の 1次元面である．ここ

で，�i は i番目の要素が 1 でほかが 0 の n次
元ベクトルである．

4. {α(�i�
T
j + �j�

T
i ) |α ≥ 0}は Cn の 1次元の面

である．
5. 正と負の両方の成分を含むベクトル � に対し，

{α��T |α ≥ 0} は Cn の 1次元の面である．
上記より，n ≥ 2 のとき，F0 = {α�i�

T
i |α ≥ 0 }

は Cnの面であるが，露出面ではないことがわかる．実
際，F0 が露出面であると仮定してみよう．すると，あ
る Y ∈ Sn が存在して

F0 = {X ∈ Cn |〈X, Y 〉 = 0}
が成り立つはずである．右辺の露出面を F1と置く．こ
こでもし Y �∈ Kn であると，超平面が Cn の内部と交
わるので、F1 は面にならない．よって F1 が露出面で
あるためには Y ∈ Kn でなければならない．内積の定
義より，

〈�i�
T
i , Y 〉 = tr(�i�

T
i Y ) = �

T
i Y �i = 0

が得られ，完全正値行列 Y は半正定値であることに注
意すると，Y �i = 0が得られる．すると，任意の j �= i

に対して

〈�i�
T
j + �j�i, Y 〉 = 2�T

j Y �i = 0

であるので，�i�
T
j + �j�

T
i は F1 に含まれることがわ

かる．明らかに �i�
T
j + �j�

T
i �∈ F0 であるので，これ

は F0 = F1 に矛盾している．
よって以下のことがわかった．

命題 8. 共正値錐は面露出ではない．
8 証明は簡単です．

なお，筆者の知る限り，完全正値錐 Kn が面露出か
否かは未解決問題である9．

6. 素敵な錐

半正定値計画では，主問題と双対問題の最適値が一
致しない，すなわち双対ギャップが存在することがあ
る [4]．半正定値計画における主流の解法である主双対
内点法は，主問題と双対問題の目的関数の差をゼロに
することを目指すので，解くべき問題に双対ギャップ
が存在すると挙動が不安定になることがある．
このとき，通常の双対問題ではなく，ある種拡張さ

れた双対問題を構成すると，その拡張双対問題 (Ex-

tended Lagrange-Slater Dual; ELSD) と主問題の最
適値は等しくなることが知られている [3]．
次に紹介する性質は，その性質を持つ錐を用いた錐線

形計画問題については，半正定値計画と同様に ELSD

が定義できる，という意味で重要とされている．

定義 9. 閉凸錐 C の任意の面 F に対してミンコフス
キ和 C∗ + F⊥ = {Z + W |Z ∈ C∗, W ∈ F⊥ } が閉集
合になるとき，C は素敵である (nice) と言う．
ここで

F⊥ = {� |〈�,�〉 = 0 (∀� ∈ F )}

は F の直交補空間である．
例として 2 × 2 半正定値錐に関して考えてみよう．

面 F を

F =

{(
a 0

0 0

)
|a ≥ 0

}

とするとき，

Z ∈ F⊥⇔
〈(

z1 z2

z2 z3

)
,

(
a 0

0 0

)〉
=0 (∀a ≥ 0)

⇔az1 = 0 (∀a ≥ 0)

⇔z1 = 0.

半正定値錐は自己双対錐であるので，

(S+
n )∗ + F⊥=

{(
x1 x2 + z2

x2 + z2 x3 + z3

)

∣∣x1, x2≥0, x1x3 − x2
2≥0, z2, z3 ∈R

}

=

{(
x1 x2

x2 x3

)
|x1 ≥ 0

}

9 1 次元の面がすべて露出面であることは，すべての面が
露出面であることを意味しない．

2014年 1月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（9） 9



となる．3次元空間の集合として，これは明らかに閉
集合である．特に，一般の n に対して S+

n は素敵であ
ることが知られている．
錐が素敵であることと，面露出であることの間には

以下の包含関係がある．

定理 10. 閉凸錐が素敵であれば面露出であるが，面
露出であっても素敵とは限らない．

証明に興味のある方は，前半は Pataki [2]，後半は
Roshchina [6] を参照されたい．特に [6] では，面露出
なのに素敵ではない錐を具体的に構成している．それ
までなんとなく「素敵な錐と面露出な錐は同じものか
もしれない」と考えていた筆者には非常な驚きだった．
したがって，例えば共正値錐は面露出ではないので

素敵ではない．このような錐に対しては，ELSD はう
まく定義できないと思われ，やはり共正値錐を用いた
錐線形計画の難しさを表している．

7. 終わりに

凸集合の面に関して，いろいろなトピックを紹介し
た．通常の多面体における面とは異なり，奇妙なこと
がいろいろと起こること，しかしやはり「面は凸集合
自身を表す」ことは変わらないことなどがわかってい
ただけたかと思う．

今回は（主に錐の）「面」に絞って紹介したが，「錐
線形計画」にするとまたいろいろと複雑な状況が生ま
れる．こういう分野に興味を持っていただければ幸い
である．

謝辞 英語 nice に対する「素敵」という素敵な訳
語を教えてくれた岡本吉央先生に感謝する．また，「面
は中身を表す」ことを気づかせてくれた S 先生に感謝
したい．筆者もこれからは面を磨くよう，努力します．
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