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最小二乗法を巡って
土谷　隆

最小二乗問題は最も基本的な最適化問題の一つである．本稿ではまず，重み付き最小二乗法やその極限と
しての層別最小二乗法，最小二乗問題の条件数などを紹介する．そして線形計画問題に対する内点法，特に
旧ソ連で発見されたアフィンスケーリング法や主双対内点法，計算複雑度が係数行列にしか依存しない多項
式時間解法である Vavasis–Ye アルゴリズムにおける最小二乗問題の役割について述べる．さらに，リニア
モーターカー最適磁気シールド設計や凸最適化の情報幾何などさまざまな分野との関係について，著者の過
去の研究とのかかわりをたどりながら議論する．
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スケーリング法，Vavasis–Ye アルゴリズム，リニアモーターカー，情報幾何

1. はじめに

久しぶりにオペレーションズ・リサーチに書くこと
になった．前回は「モデリング雑感」ということでモ
デリングについて書いた [20]．8 年経って今読み返し
てみると，自分の見方がまた変わってきていることに
も気がつく．しかし，これについてはまた機会があれ
ば改めて書くことにして，今回はもう少し技術的なこ
とを取り上げたい．最小二乗法の一風変わった側面と
線形計画問題，そして自分の研究とのかかわり，であ
る．これは「モデリング雑感」の「双対編」ともいえ
るかもしれない．しばらくお付き合いいただければ幸
いである．

2. 重み付き最小二乗法と条件数

最小二乗問題

min‖c− ATy‖2

は最も基本的な最適化問題の一つである．この問題の
解は、y = (AAT )−1Acで与えられる（以下，適宜行
列の正則性などは仮定する）．ベクトル cのノルムと解
xのノルムの比の上限は，‖(AAT )−1A‖となる．残差
空間では，‖AT y‖ ≤ ‖c‖ となることはよく知られて
いる．
各式に重みが付いている最小二乗問題

min‖D(c− ATy)‖2
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を考えよう．ここでDは，その対角要素が正の任意の
対角行列である．この問題の解は

y = (AD2AT )−1AD2c,

で与えられ，残差空間では，

AT y = AT (AD2AT )−1AD2c

となる．重み付き最小二乗問題においてベクトル cと
解 yやAT yのノルムの比は「Dに依存しない形」で有
限の値で抑えられるであろうか？興味深いことに，こ
の比は D に依存せずに有界であることが知られてい
る．すなわち，Dを各対角要素が正の対角行列全体の
集合として次の値 χA, χ̄A が存在する．

χA=sup
D∈D

‖(AD2AT )−1AD2‖,

χ̄A=sup
D∈D

‖AT (AD2AT )−1AD2‖,

そして，これらの値は以下の組合せ的な特徴づけがで
きる：

χA=max{‖A−1
B ‖|AB は Aの任意の基底行列．},

χ̄A=max{‖A−1
B A‖|AB は Aの任意の基底行列．}

この事実は，これらの定数と線形計画問題との密接な
関係を示唆する．
χA や χ̄A の存在は Dikin によって [3] において最

初に示された．これらを最小二乗問題の条件数と呼ぶ．
その後の研究で条件数を計算することがNP困難な問
題であることや，Aが整数行列であれば，その入力ビッ
ト長を LA として，2O(LA) で評価できることなどが示
されている．
さて，重みの比が無限大となる極限の場合を考えて
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みよう．このとき重み付き最小二乗解にも極限が存在
し以下のようになる．簡単のために，重みの比の一カ
所を無限大にした極限を考える．重みを正のパラメー
タ w でパラメトライズして，

D(w) = diag
(
wD̂1 D̂2

)

とする．D̂1，D̂2 は対角要素が正の定数対角行列であ
る．w を無限大に近づけると重み付き最小二乗解 y∗

は，

y∗=y∗
1 + y∗

2 ,

y∗
1=(min ‖D̂1(A

T
1 y − c1)‖2 の最適解),

y∗
2=(min ‖D̂2(A

T
2 (y∗

1 + y2) − c2)‖2,

subject to AT
1 y2 = 0 の最適解)

へと収束していく．この事実は直観的には，まず重み
の大きい成分の残差を最小化して，続いて残りの成分
を最小化する，という考え方で理解できるであろう．も
ちろん，この考え方は，2層だけに限らずより多くの
層に一般化することができる．これを，層別最小二乗
法と呼ぶ．あとでより詳しく述べるが，層別最小二乗
法は Vavasis と Ye によって導入された [25]．層別最
小二乗法は，重み付き最小二乗法の極限として得られ
るので，重み付き最小二乗法と同様の評価

‖y∗‖ ≤ χA‖c‖, ‖AT y∗‖ ≤ χ̄A‖c‖

が成立する．また，層別最小二乗解と対応する重み付
き最小二乗解の差は，2層の場合O(χAχ̄

4
A/w

2)で評価
でき，層の数がより多い場合にも同様の結果が成立す
る [7, 21]．既存研究についてはここではこれ以上触れ
ないが，興味のある方は [7, 21]をご覧いただければと
思う．

3. 内点法と重み付き最小二乗法: ソビエト
連邦における展開

以下，線形計画問題

(P ) min cTx, subject to Ax = b, x ≥ 0

とその双対

(D) max bT y, subject to c− ATy = s, s ≥ 0

を考える．ここでA ∈ Rm×n, x, s, c ∈ Rn, y, b ∈ Rm

である．
Karmarkar によって射影変換を用いた多項式時間内

点法が 1984 年に発見されたことはよく知られている
が，それ以前 1967年にソ連の Dikin によって，Kar-

markar 法を簡単にした一変種であるアフィンスケー
リング法がすでに提案されていた．この方法は重み付
き最小二乗法と密接な関係がある (残念ながら Dikin

博士は 2008 年に亡くなられた) ．
当時社会主義国であったソ連では耕作地の地代を定

める，といった問題が，線形計画問題を用いて検討さ
れていた．そして，最適解でない点においても，何ら
かの形でシャドウプライスを求める必要があった．そ
のために，シャドウプライスを相補性条件をできるだ
け満たすように「重み付き最小二乗法で」推定するこ
とが Kantorovich によって提案された [4]．これにさ
らに改善を施したものが Dikin による推定法で，主問
題の実行可能内点解 x > 0において，双対問題の変数
を相補性条件ができるだけ満たされるように重み付き
最小二乗問題

min(y,s) ‖Xs‖2, subject to c− ATy = s

を解くものである．ここで X は x を対角要素とする
対角行列であり，解として，

y=AT (AX2AT )−1X2c,

s=(I − AT (AX2AT )−1X2)c

が得られる [4]．この量を「双対推定」と呼ぶ．ここで
好都合なのは，sをスケーリングした量−X2sが，条
件 A(−X2s) = 0, −cTX2s ≤ 0 を満たしており，主
問題の目的関数値をより小さくするために探索方向と
して用いることができることである．双対推定を計算
しながら，この探索方向に進んで目的関数値を改善し
ていく，これがアフィンスケーリング法である [2～4]．
このアルゴリズムが必ず最適解に到達するかどうか，

という問題は 1990 年代初頭は未解決であった．筆者
は局所 Karmarkar ポテンシャル関数という関数を導
入し，当時大学院生であった村松正和氏とも共同研究
を行って，大域的収束性の証明を与えた [18, 23]．解析
にあたっては，多面体の境界近くでの探索方向の振舞
いを明らかにする必要がある．多面体の境界近くでは
X の値は大きくばらつく．そのような状況での探索方
向の振舞いを明らかにする重み付き最小二乗法の解析
が必要となるが，Sherman–Morrison–Woodbury 公
式（逆行列公式）などを用いることで可能となる．

4. 情報幾何

情報幾何 [1] は，統計や学習理論などを微分幾何学
的に扱う枠組みの一つである．情報幾何では凸関数を
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ポテンシャル関数として導入される双対平坦空間が重
要な舞台設定であり，2 種類の測地線が重要な役割を
果たす．これがリーマン幾何と大きく異なる点である．
卒業論文の研究室が甘利俊一先生の研究室で，当時

は統計幾何と呼ばれていた情報幾何が卒論のテーマで
あった．伊理正夫先生の研究室で修士を修了したのち
に 1986 年に統計数理研究所に入所した．ほどなくし
て内点法の研究を行うようになり，田邊國士先生の指
導を受けて，先生とともに，多面体の内部に対数障壁
関数をポテンシャル関数とした双対平坦空間の構造が
自然と入り，元の問題での直線を情報幾何の一方の測
地線とすると，アフィンスケーリング法の連続版の軌
跡がもう片一方の測地線となっていることを指摘する
解説記事を書いた [17]．さらに内点法の反復回数と微
分幾何学的曲率などの関係が見いだせたら大変面白い
であろう，とは思いつつも，その後，その問題に再び
取り組むまでには 20 年近くの時間が経過する．主双
対内点法も登場したばかりで，今では当たり前となっ
ている，中心曲線などの性質もあまり明らかになって
いなかったころの話である．

5. Vavasis–Yeの内点法

1995年夏，当時，統計数理研究所の同僚であった水
野眞治氏（現：東京工業大学）とともに，IBM のアル
マーデン研究所に 2 カ月滞在する機会が与えらえた．
何を研究するか，議論しているときに，共同研究者の
N. Megiddo 博士にこのような論文があるので読んで
みないか，と薦められたのが，Vavasisと Yeの「層別
最小二乗法による，計算複雑度が行列Aにしか依存し
ない多項式時間内点法」という論文であった [25]．こ
のアルゴリズムの肝となるのが先に述べた層別最小二
乗法のアイディアである．
計算複雑度が係数行列のみにしか依存しない，線形

計画問題に対する多項式時間アルゴリズムは，線形計
画問題に対する強多項式時間アルゴリズムの存在とい
う有名な未解決問題に直接関連する関連した面白い研
究対象である．このようなアルゴリズムはÉ. Tardos

によって最初に提案されたが，Vavasis と Ye は，内
点法の枠組みで同様のことができることを示したので
ある．
よく知られているように，主双対内点法では，ν を

パラメータとした次の方程式

Ax = b, c− ATy = s, x ◦ s = ν1

の解として定義される中心曲線を辿って最適解に向か
う．ここで ◦は要素ごとの積，1はその要素がすべて
1のベクトルである．典型的な主・双対内点法は水野・
Todd・Ye の予測子・修正子法である（以下 MTY–予
測子・修正子法と記す）．予測子は，上記の方程式で
ν = 0の点，すなわち最適解を目指す Newton 方向と
して導入されることが多いが，先に述べた，双対推定
の考え方で導入することもできる．
現在いる内点許容解を (x, s, y)として，重みを di =√
xi/si として，双対推定を行うことを考える（中心

曲線上では，di = xi/
√
μ =

√
μ/si となり，重みとし

ては，xi や 1/si と同じである）．すると，重み付き最
小二乗問題

min
y′ ‖D(s− AT y′)‖2

の最適解が現在いる点での双対推定であり，y − y′ を
探索方向と思うと主双対内点法の予測子としての探索
方向が得られる．主問題のほうの推定は，

min
x′ ‖D−1x′‖2, subject to Ax′ = b

であり，探索方向も同様にして求められる．
さて，VavasisとYeはアルゴリズムを加速するため

に，以下のような変形版を考えた．まず，重みDを小
さい順に並べ，隣同士の比が非常に大きくなるところ
をギャップと呼び，ギャップが大きいところで，重みの
比を強制的に無限大にした極限をとる（ギャップのあ
るところより大きな重みについてはそれらの間の比は
変化しないよう，すべて同じ比率で大きくする）．これ
は先に述べた層別最小二乗法にほかならない．Vavasis

とYeは，層別最小二乗方向を，通常の予測士・修正子
法における通常の予測子に代わる，もう一つの予測子
として用いて主双対内点法を加速し，bや cに異存し
ない計算複雑度を達成している．特に，O(n3.5 log χ̄A)

解の反復で有限回の反復で最適解に到達して停止する．
ここで出てくるのが，先に述べた行列 Aの条件数 χ̄A

である．
アルゴリズムとその解析は難解であるものの，あた

かも「中心曲線の挙動から多面体の境界の構造につい
て手さぐりで探っている」ようなスリリングな感じの
する，たいへん興味深い論文である．Karmarkar の論
文もそうであるが，VavasisとYeの論文もたいへん独
創的で，どのようにしてこのような結果が得られるの
かまったく想像できない．アフィンスケーリング法の
解析時に重み付き最小二乗法については解析した経験
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もあるので何かできるかもしれない，という思いもあ
り，一時期かなりの労力を費やしてこの方法の研究に
取り組んだ [9～11]．

Vavasis と Ye の内点法の重要なアイディア，何
故，層別最小二乗法が必要になるか，について，そし
て，どのようにして，χ̄A が使われるか，ここで説明
を試みる．簡単のために，双対問題について議論する．
S = {s|s = c − AT y, y ∈ Rm} とする．s ∈ S とし
て，その中で，最適解でアクティブと推定される変数
s1 と残りの変数 s2 に現在変数がわかれているとしよ
う （通常小さい変数をアクティブと推定する）．層別
最小二乗法の考え方で，まず s1 部分について，対応
する重み行列D1 を用いて重み付き最小二乗法を行い，
そして，

ε = min
y

‖D1(s1 − AT
1 y)‖

とする．もし ε > 0ならば，s1 − AT
1 y = 0が解を持

たない．このことは，一見，退化した最適解で頂点の
ように見えるものが，実は，近づいてよく見ると，複
雑な多面体的な構造を持つことを意味する（図 1）．ま
た，同時に，スラック s1の中に，最適解で 0 でないも
のが必ず一つは存在することを意味する．ここで，ア
フィン空間 S が原点からどの位離れているかを評価し
たい．定義より，任意の s′ ∈ S について

‖c1 − AT
1 y

∗‖ ≤ (1 + χ̄A)‖s1‖

が成立する．つまり，直観的には，s1 のノルムを，今
いる点のノルムから，

δ =
‖c1 − AT

1 y
∗‖

1 + χ̄A

位まで減らせれば，次の微細構造（図 1の「頂点」部
分）が見えてくる，という仕掛けになっているのであ
る．χ̄A が有限でなく∞であれば，重み付き最小二乗
解を使って δ の評価ができないことに注意しよう．
そしてさらにうまいことに，層別最小二乗法による

探索方向を用いることによって，微細構造の近くまで
1反復で行くことができるのである．これが，通常の主
双対内点法ではできないことなのである．それは，層
別最小二乗法による探索方向の s1 成分は s1 部分のみ
で決まるのに対し，主双対内点法の探索方向の s1成分
は，主として s1 部分で決まるが，s2 部分の影響も受
けるためにその分だけ減速してしまうからである．
このような形で χ̄A が内点法の性能評価に使われる

のは興味深い．Vavasis–Ye のアルゴリズムに関するよ
り詳しい日本語の解説として [22]を挙げておく．

図 1 悪条件問題

さて，ここで，一つ筆者が興味を持っている問題を
述べよう．MTY–予測子・修正子法に有限回で最適解
を発見して停止するための手続きを組み込むと，ごく
自然な形で，問題のスケーリングに対する不変性を持っ
た，2層の層別最小二乗法が現れる．この 2層の層別
最小二乗法による探索方向を普通の予測子と併せて用
いるようにする，MTY–予測子・修正子法の改訂版を
考えることができる．このアルゴリズムの計算複雑度
は Vavasis–Ye のアルゴリズムと同様Aにしか依存し
ないのではないかと考えられる．現在のところ「もし
(D) の実行可能領域が有界ならば，チューリングマシ
ンモデルの下では，このアルゴリズムの反復計算複雑
度は O(n3.5LA + n2LA,c) となり，b のビットサイズ
には依存しない」ということがわかっている．ここで
LA,cはAと cのビットサイズである．この結果は北原
知就氏との共同研究を通じて得られたものである [8]．
この改訂 MTY–予測子・修正子法はきわめて自然なア
ルゴリズムなので，その計算複雑度が，完全に Aのみ
に依存することを証明することは面白く挑戦的な研究
課題の一つだと思う．より詳しくは論文 [8] を参照さ
れたい．

6. リニアモーターカーと層別最小二乗法

ローザンヌで 1997 年に開催された ISMP で Al-

izadeh の 2次錐計画法の講演を聞いたことがきっかけ
となり，2 次錐計画法に対する主双対内点法の一般化
ができるといいと思い Faraut と Koranyi の本などを
見ながら，多項式時間主双対パス追跡法を 2 次錐計画
問題に拡張した [19]．
ここで，統計数理研究所で毎年開催されている研究

集会「最適化：モデリングとアルゴリズム」において，
伊理研究室の後輩である鉄道総合技術研究所の笹川卓
氏が，リニアモーターカーの磁気シールドの最適設計
問題について講演されていたことを思い出した．
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図 2 リニアモーターカーと超電導磁石 (SCM) の配置

リニアモーターカーは磁気で浮上し走行するために，
走行時には車体に積んだ超伝導磁石から強い磁場が発
生する．車内の乗客を磁場から守るためには，車内を
シールドする必要がある．シールドするためには単に
鉄板で囲えばよいのであるが，浮上走行することを考
えると，鉄板の厚みはできるだけ軽くしたい（図 2）．
笹川氏は巧妙なモデル化により，この問題を，シールド
内に通る磁場のベクトル場のユークリッドノルムを車
体上で積分したものを最小化することに帰着した．磁
場のベクトル場には満たすべき線形制約があり，以下
のような最適化問題として定式化できる．

min

∫
‖�F‖dS, subject to div �F = Bn

Bn は車体に取り付けらえた超電導磁石が作る外部磁
場で，超電導磁石の配置と車体の形状から決まるもの
である（図 2）．そして，�F がシールド（鉄板）内を流
れる磁束で，流量の保存則にあたるものが，線形制約
として課される．各点での磁束の流れ �F を実現するた
めには，物理的考察から，‖�F‖に比例するだけの厚み
が必要となる．厚みを積分すると体積となり，それが
目的関数である．彼は，この問題を有限要素法で離散
化し，発見的解法を考案してスパコンでこの問題を解
き，近似解を求めていた [14]．
この問題は 2次錐計画問題に帰着するということで，

笹川氏と共同研究を始めた．そして，開発したばかり
の主双対内点法を実装して，高速に正確にパソコンで
解くことができた [14～16, 24]．おそらくは，当時と
しては大規模な数千変数レベルの 2次錐計画問題を解
いた世界最初の例ではないかと思われる．
さて，電磁気では透磁率という概念がある．透磁率

は，磁束密度と磁場の強さとの比である．金属ではそ
の値は大きく，笹川モデルでは，その値 μを∞とし

て最適化問題を導出している [15]．笹川氏にとっては
ごく自然な近似であるこのモデルが，筆者にはどうに
も理解できない．ところが，あるときに，二人で議論
しているうちに，このモデルを理解するのに，層別最
小二乗法が使えるのではないか，という着想が得られ
た．笹川モデルの線形制約は，外部磁場の総エネルギー
と，シールド内部の磁場の総エネルギーと，車内空間
の磁場の総エネルギーを最小化する，という変分原理
で導出できる．変分原理をとるべき総エネルギーを求
めると，

（変分をとるべき総エネルギー）
=（外部磁場の総エネルギーに

対応する凸 2次関数)

+
1

μ
（シールド内磁場の総エネルギーに

対応する凸 2次関数)

+
1

μ2
（車内空間磁場の総エネルギーに

対応する凸 2次関数)

という構造をしている．右辺の各項は，エネルギーで
2 次関数であるから，まさに，重み付き最小二乗法で
ある．透磁率を無限大にする極限をとることで層別最
小二乗法としての線形制約が現れ，それが，笹川モデ
ルの線形制約となるのである！[14, 24] 私は，層別最
小二乗法がこんな意外なところに現れることに驚いた．
このことは，層別最小二乗法のモデリングにおける有
用性を示唆するものであろう．
余談になるが，2次錐計画問題に対する主双対内点

法は，宇宙のダークマターの分布を推定するための統
計的手法に活用されている [26]．一般相対論や宇宙論
に大学入学時に憧れていた自分としては，意外なとこ
ろで引用されてちょっとうれしく感じたものである．

7. 中心曲線の構造と内点法の反復回数

さて，内点法と情報幾何の関係の話に戻ろう．ここ
に最小二乗問題の条件数 χ̄A が再び登場する．Vavasis

と Yeは，彼らの論文で中心曲線は高々O(n2)個の「長
い直線部分」と「曲線部分」に分解できると述べてい
る．そして，まさにこの「長い直線部分」こそが，彼ら
の層別最小二乗方向を用いて加速できるところなのだ
と．これは幾何学的な言明として魅力的なものである
が，Vavasis と Ye のアルゴリズムは問題のスケーリ
ング（すなわち問題をどのような単位系で記述するか）
に対して不変ではない．その意味では，幾何学的な言
明にはなっていない．この結果はきちんと「幾何的な
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図 3 最適磁気シールドの厚み（単位：m）

言明」として述べることができるのであろうか？美し
い結果なので，幾何学的不変性とどこかでつながって
いるはずである．
幾何学と結びつけるには，その前段階として，まず，

内点法の反復回数を表現する中心曲線上の積分を求め
る必要がある．実は，広さ β の中心曲線近傍を用いて
パラメータ ν1 の中心曲線上の点から ν2 まで辿るとき
の MTY–予測子・修正子アルゴリズムの反復回数を
#(ν1, ν2, β)とすると，

#(ν1, ν2, β)∼ IPD(ν1, ν2)√
β

,

IPD(ν1, ν2)=

∫
ν1

ν2

√
‖ẋ ◦ ṡ‖
ν

dν

が成立する．ここで ∼は近似的に成立という意味であ
る．この積分については，2003年ミネアポリスの IMA

に行ったときに考えついたことを覚えているが，後に，
Sonnevend，Stoer と Zhao によって 1991 年にすで
に提案されていたことが判明した．少々がっかりした
ものの，Vavasisと Yeのアルゴリズムについての共同
研究を行っていたジョージア工科大の Monteiro 氏と
一緒に，Vavasis と Ye アルゴリズムの計算複雑度と
中心曲線の積分を結び付ける研究を行い，IP D(0,∞)

が広義積分の意味で存在し，これが，最小二乗法の条
件数 χ̄A を用いて，

IP D(0,∞) = O(n3.5 log χ̄A)

と有限値で抑えられることを証明した [12, 22]．関連
する研究発表を Oberwolfach の数学研究所で行った
のも懐かしい思い出である．

8. 凸最適化の情報幾何へ

さて，先に述べた線形計画問題に対する情報幾何の
枠組みは，のちに小原敦美氏によって，半正定値計画
問題に拡張された．そのような経緯もあり，2000年前
後から，小原氏と凸最適化の情報幾何と内点法につい
ての共同研究がスタートし，その後柿原聡氏の協力も
得て，一定の成果を得ることができた [5, 6, 13]．
線形計画問題の場合，情報幾何構造は以下のように

なる．(P)の空間の第一象限の内部を Ωと記すことに
して，Ωに対する対数障壁関数 ψ(x) = −∑n

i=1 log xi

を考える．これが情報幾何の双対平坦空間を定めるポ
テンシャルとなる．
ルジャンドル変換 s(x) = −∂ψ(x)/∂xを導入すると，

s(x)はΩにおける非線形大域座標系となり，s(Ω) = Ω

となる．xを∇接続に対するアファイン座標系，s(x)
を ∇∗ 接続に対するアファイン座標系として，双対平
坦空間の構造が導入される（ここで ∇，∇∗ は勾配を
意味する数学記号と異なる情報幾何の用語である）．こ
の空間のリーマン計量は ∂2ψ/∂x2 で与えられる．主
問題の実行可能領域の内部P は Ωの部分多様体だが，
双対問題の実行可能領域の内部 D も s(x)を用いると
Ωの部分多様体と考えることができる．x座標系では
P は平坦だが D は曲がっており，s 座標系では D は
平坦だが P は曲がっている（図 4）．この立場では，中
心曲線のパラメトライゼーションとして t = 1/ν を導
入して，中心曲線を

Ax = b, s = c− AT y, x ◦ s =
1

t
1

と表すのが自然である．このとき，主中心曲線を　
(x(t), s(t), y(t))と記すと，詳細は省くが，hP (t)を主
実行可能領域への主中心曲線 x(t) の ∇∗ 接続に関す
る埋め込み曲率の（リーマン計量の意味での）ノルム，
hD(t)を，双対実行可能領域への双対中心曲線の∇接
続の埋め込み曲率のノルムとすると，ある種の主内点
法の反復回数や双対内点法の反復回数が，用いる近傍
の大きさを β として，中心曲線上の積分
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図 4 最適化の情報幾何の概念図（両者は同じ問題を x と
s による座標系で表現したものである）

IP (ν1, ν2)=
1√
2

∫ 1/ν2

1/ν1

√
hP (t)dt,

ID(ν1, ν2)=
1√
2

∫ 1/ν2

1/ν1

√
hP (t)dt,

を用いて，IP/
√
β, ID/

√
β と書けることを見いだし

た．これは，主中心曲線，双対中心曲線の幾何学的性
質を表す量である．一方，主双対内点法の反復回数を
表す積分を ν から tにパラメタを変換して，∫ 1/ν2

1/ν1

√
hPD(t)dt

と表す．すると，下記のような「ピタゴラスの定理（関
係）」が成立するのである！

h2
P D = h2

P + h2
D (1)

この事実は，主双対内点法の反復回数を表す積分が，
情報幾何的な量として書けることを意味する．これよ
り，内点法の反復回数と密接に結び付いた，中心曲線
の情報幾何的積分 IP (0,∞), ID(0,∞), IPD(0,∞)に
ついて，

max[IP (0,∞), ID(0,∞), IPD(0,∞)]

= O(n3.5 log χ̄A)

という評価が成立し，特に，ネットワークフロー問題
については，log χ̄A が LA = mn で抑えられること
より，

max[IP (0,∞), ID(0,∞), IP D(0,∞)] = O(n4.5m)

となる．これは，中心曲線の大域的幾何学的性質とも
いえる評価である．ここまで来て，最小二乗問題の条
件数と，情報幾何が結び付くのである．
線形計画問題の場合に，情報幾何による主内点法／

双対内点法の反復回数を表現する積分がどうなるかを
計算し，それと主双対内点法の反復回数を表現する積
分とどういう関係があるかを計算し，ピタゴラスの定

図 5 DFL001 に対する主双対内点法の挙動

理が出てきたときには，こんなきれいな関係が成立す
るのか，と本当に驚き，感動したものである（大体こ
ういう評価の計算はうまくいかないことがほとんどで
ある）．これは，研究がある意味では，鋭い思いつきの
みではない，ということを表していると思う．結果が
出るまではわからないものの，適切な問題設定をして，
愚直に計算すれば，面白い結果が得られることもある，
ということを物語っている．
この積分が反復回数を非常によく近似していることを

実用レベルの問題で示そう．DFL001 は有名な Netlib

問題である．制約式の数が 6072，変数の数が 12230 で
ある．図 5(a)をご覧いただきたい．β を変えると，反
復回数と ν の値の関係は，似た形をとり，横軸を適当
にスケーリングすれば，重なりそうな感じがある．関
係 (1)からは，反復回数を

√
β で割ったものは，積分

値そのものになるので，重なることが期待される．実
際，図 5(b)に反復回数を

√
βで割ったものをプロット

すると重なることがわかる．積分そのものは β = 1と
したときの反復回数であり実験的にも「内点法の反復
回数は情報幾何的積分量である」ことが示されている
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といってよいであろう．この結果は半正定値計画問題
や対称錐計画問題に拡張されている．
冒頭で紹介した最小二乗法の条件数が，このように

離れた，一見無関係なところに表れることは，不思議
である．研究を進めていくにつれてこういうところに
つながっていったと考えるとその時間距離は 10 年と
か 20年ということになろうか．

9. これからどこへ？

最小二乗法と線形計画問題について，少し変わった
視点から，自分の研究の跡をたどる形で好きなように
述べてきた．「最小二乗法」から始まった話が「ピタゴ
ラスの定理 (1)」にたどりついた！というのがこの話の
オチである．線形計画問題にまつわる話題は尽きない．
半正定値計画問題や対称錐計画問題の研究が進展した
後，圧縮センシングやスパースモデリングへの線形計
画の活用という，フィールズメダリストも加わっての
驚くべき展開が待ち受けていた．機械学習や統計科学
の研究者が最適化にかつてない高い関心を持ち，賑や
かな学際的な展開が続いている．そのなかで，層別最
小二乗法や χA や χ̄A などがモデリングに活用される
ときがくるかもしれない．思わぬところでいろんなこ
とがつながり，研究は面白いものだと思う．まだまだ
いろんな出会いがあることを期待して筆をおきたい．
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