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安定結婚からサプライチェーンネットワークの
安定性へ
田村　明久

2012年のノーベル経済学賞を Alvin E. Rothと Lloyd S. Shapleyが受賞した．これは安定結婚モデルの構
築とこれを応用したマーケットデザインの確立を評価されたものである．安定結婚モデルは，1962年に Gale
と Shapley により 2部グラフ上の問題として定式化されたものであるが，2000 年代に入ると Ostrovsky に
より安定結婚モデルは 2 部グラフから非巡回有向グラフ（有向グラフで有向閉路をもたないグラフ）へと拡
張された．本記事では，離散凸解析を通して Ostrovsky のモデルを眺めてみる．
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1. はじめに

安定結婚モデルは，1962 年に Gale と Shapley [1]

により構築され，その後も経済学，数学，情報学を専
門とする多くの研究者が参入し，50年後の現在でも理
論面，実用面ともに活発な研究が続けられている．安
定結婚モデルは，男性と女性のような二つの経済主体
集合間において，男女対の集合（マッチング）の安定
性を扱うものであり，数学的には 2部グラフ上の一対
一の割当を扱うモデルである．この変種として，研修
医は一つの病院に所属し，病院は複数の研修医を雇う
ような一対多版もある．安定結婚モデルやその一対多
版は研修医マッチングや学校選択制度など多くの現実
問題の解決に利用され，Rothと Shapleyのノーベル
賞受賞へと至った．
一方，安定結婚モデルの多対多版については，部分集

合間に選好関係を入れる必要があり，後に述べる選択
関数や評価関数の導入が必要なためか，現実問題の解
決に利用された例はほとんどないように思われる．多
対多版安定結婚モデルのほかにも組合せオークション
など不可分財（整数単位でしか量れない財）の配分問
題にも良い性質をもった評価関数が必要とされる．離
散凸解析はこの良い性質をもった評価関数を提供した
のである．数理経済モデルへの離散凸解析の応用につ
いては，第 2節で概説する．
数理経済モデルの流れでは，Ostrovsky [5] が 2 部
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ラフ1へと拡張した．彼のモデルでは各経済主体の選
好を選択関数を用いて表現し，選択関数が同側代替性
(same-side substitutability)と対側補完性 (cross-side

complementarity) を満たすならば，以降で述べるパ
スに関する安定性を満たす割当が常に存在することを
Tarskiの不動点定理を用いて示している．
人間と人間が直接対峙する状況では複雑な経済モデ

ルは利用できないであろうが，計算機が介在する状況
ならば，多対多版安定結婚モデルのようなものも現実
問題の解決に将来的には利用できるようになるのでは
ないだろうか．離散凸解析はそのための重要な道具と
なる．Ostrovskyのモデルを離散凸解析を通して眺め
ることで，離散凸解析の利用法を紹介することが本記
事の目的である．数学的な面やテクニカルな面はでき
るだけ避けるべきと思うが，数式なしでは離散凸解析
の利用価値の本質が伝わらない．数式とその解釈を併
記しながら話を進めたい．

2. 離散凸解析と数理経済モデル

本節では数理経済モデルへの離散凸解析の応用につ
いて概説するが，表 1に簡単な年表をまとめた．以下
では著者名と年のみを引用するが，詳しくは [6] を参
照されたい．
数理経済モデルの研究の流れでは，Gale と Shap-

ley (1962) の安定結婚モデル以降において，重要な 2

部グラフ上の数理経済モデルとして Shapley と Shu-

bik (1972)の割当ゲームがある．安定結婚モデルでは貨

1 Ostrovskyは論文中で非巡回有向グラフをサプライチェー
ンネットワークと呼んでいる．
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表 1 数理経済モデルへの離散凸解析応用の歴史

1962 安定結婚モデル* Gale–Shapley

1972 割当ゲーム* Shapley–Shubik

1982 ジョブ割当と粗代替性* Kelso–Crawford

2001 マトロイド安定結婚モデル* Fleiner

2001 Arrow–Debreu 型モデル
Danilov–Koshevoy–室田

2003 M�凹安定結婚モデル 江口–藤重–田村
2003 粗代替性とM�凹性の等価性 藤重–Yang

2006 組合せオークション
Lehmann–Lehmann–Nisan

2007 手付上下限付きモデル 藤重–田村
2008 サプライチェーンネットワークモデル*

Ostrovsky

*付きは離散凸解析とは別の文脈の研究

幣のやり取りを許さないが，割当ゲームでは貨幣のやり
取りを許す点がこれらの最大の違いである．最適化の観
点からは，割当ゲームは「2部グラフ上の最大重みマッ
チング問題」あるいは「線形計画＋解の整数性」として
理解できる．Kelsoと Crawford (1982)は，安定結婚
モデルと割当ゲーム（貨幣も離散の場合）を統一した
モデルをジョブ割当という設定で提案した．彼らは，評
価関数の粗代替性2という概念を導入し，この性質のも
とでの安定割当の存在を証明した．Fleiner (2001)は，
安定結婚モデルをマトロイドの枠組みへと拡張した．
離散凸解析の数理経済モデルへの最初の応用として，

Danilov，Koshevoy，室田 (2001)が Arrow–Debreu

型モデルを提案した．彼らは，各経済主体が貨幣に関
して準線形なM�凹効用関数をもつような不可分財を
扱った交換経済に競争均衡が存在することを示した．江
口と藤重 (2002) や江口，藤重，田村 (2003) により，
Fleiner のマトロイドを用いたモデルは離散凸解析の
枠組みへと拡張された．藤重と Yang (2003)により集
合関数について粗代替性とM�凹性の等価性が示され，
数理経済と離散凸解析の二つの流れが交差した．一般
の M�凹関数と粗代替性の関係については，Danilov，
Koshevoy，Lang (2003)や室田と田村 (2003)で議論
されている．藤重と田村 (2006, 2007)は離散凸解析を
応用し，安定結婚モデル，割当ゲームなど多くのモデル
を包含するものを提案し，安定割当の存在を示してい
る．上記とは異なる数理経済モデルとして，Lehmann,

Lehmann, Nisan (2006)はM�凹評価関数を用いた組
合せオークションを提案している．本記事の第 4節以
降は，池辺と田村 [2]に基づいている．

2 Kelsoと Crawfordは集合関数に対して粗代替性を定義
した．

図 1 サプライチェーンネットワークの例: 1 と 2 は生産
者，3 と 4 は仲買人，5 と 6 は消費者

3. 同側代替性と対側補完性

本節では，Ostrovsky [5]のサプライチェーンネット
ワークモデルおよび同側代替性と対側補完性について
紹介する．
このモデルでは，経済主体は生産者，仲買人，小売

店，消費者などであり，グラフの頂点集合 V として表
現し，2者間の売買関係の構造を有向辺集合 Aで表す
（図 1参照）．各有向辺は価格，財の種類などを含めた
2者間の売買契約の可能性を表し，これを単に契約と
呼ぶ．各有向辺（契約）において，始点が売手を，終
点が買手を意味する．売買者，価格，財の種類などが
異なれば，異なった契約とみなし，全体での契約の個
数は有限とする．同一の 2者間にも複数の契約があり
得るため，グラフは多重辺を許したものとなる．この
モデルは巡回を許さず，生産者→仲買人→小売店→
消費者というような財の流れを想定している．
各経済主体の選好は選択関数を用いて次のように表

現する．経済主体 v ∈ V と契約集合 X ⊆ A に対し
て，vが関わる X 内の契約全体をXv と表現すること
にする．関数 Cv : 2A → 2A が任意の X ⊆ A に対し
て，Cv(X) ⊆ Xv を満たすとき v の選択関数という．
Cv(X)は v にとってX の部分集合の中で最も好まし
いものと解釈し，Cv(X) ⊆ Xv は自分が関わらない契
約は対象外であることを意味している．選択関数には
無差別は許されず，Cv(X)は一意的に定まらなければ
ならない．文献 [5] で鍵となる概念が選択関数の同側
代替性と対側補完性である．経済主体 vと契約集合X

に対して，X の中で vが買手である契約全体を X−
v と

し，vが売手である契約全体をX+
v と表すことにする．

Cv が同側代替性を満たすとは，任意の X, Y ⊆ A に
対して次の条件が成り立つことと定義する．

326 （18）Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited. オペレーションズ・リサーチ



• X+
v = Y +

v かつ X−
v ⊆ Y −

v ならば

X−
v \ (Cv(X))−v ⊆ Y −

v \ (Cv(Y ))−v (1)

• X+
v ⊆ Y +

v かつ X−
v = Y −

v ならば

X+
v \ (Cv(X))+v ⊆ Y +

v \ (Cv(Y ))+v . (2)

(1)と (2)が，それぞれX−
v ∩ (Cv(Y ))−v ⊆ (Cv(X))−v

と X+
v ∩ (Cv(Y ))+v ⊆ (Cv(X))+v と同値であることが

簡単に示せる．(1) の意味は，売物の候補が同じとき
に買物の候補が増えたならば，候補が少ないときに買
わない物は候補が増えても買わないことである．例え
るならば，紅茶か緑茶から選べるときに緑茶を選ばな
いならば，紅茶，緑茶，珈琲から選べるときも緑茶は
選ばないという状況である．

Cv が対側補完性を満たすとは，任意の X, Y ⊆ A

に対して次の条件が成り立つことと定義する．
• X+

v = Y +
v かつ X−

v ⊆ Y −
v ならば

(Cv(X))+v ⊆ (Cv(Y ))+v (3)

• X+
v ⊆ Y +

v かつ X−
v = Y −

v ならば

(Cv(X))−v ⊆ (Cv(Y ))−v . (4)

(3) の意味は，売物の候補が同じときに買物の候補が
増えたならば，候補が少ないときに売った物は候補が
増えても売るということである．紅茶と珈琲から選べ
るときに珈琲のみを選んでいた状況で，砂糖も利用で
きるようになったら珈琲を少なくとも選び，紅茶も選
ぶようになるかもしれない状況に似ている．
同側代替性と対側補完性の定義は抽象的で，これを

満たす選好がどのようなものかイメージがつかめない
のではないだろうか．次節では，離散凸解析で中心的
役割を演じるM�凹関数の変種がこれらの性質を満た
すことを紹介する．M�凹関数でもまだ抽象的で難しい
かもしれないが，有用な例もあるので，単に「同側代
替性と対側補完性を満たすもの」よりは使いやすいだ
ろう．

4. M�凹関数と歪 M�凹関数

本節では，A を不可分財の集合とし，1 人の経済
主体の評価関数を想定する．Z と R はそれぞれ整数
全体および実数全体を表し，R = R ∪ {−∞} とい
う略記を以下では用いる．ZA は，A 上の整数ベク
トル x = (x(a) ∈ Z : a ∈ A) 全体からなる集
合を表すとする．この経済主体が消費者とするなら
ば，与えられた整数ベクトル x ∈ ZA に対して，x(a)

は財 a ∈ A の消費個数を表すと解釈する．この消
費者の評価関数を f : ZA → R とする．ここで，
f(x) = −∞ となる x はこの消費者にとって受け入
れがたい消費を意味し，受理可能な消費全体が f の実
効定義域 dom f ≡ {y ∈ ZA | f(y) > −∞} となる．
以降では，評価関数 f は仮定
(A) dom f は有界で 0を最小点としてもつ
を満たすとする．ここで有界性は，消費者の予算制約
を暗に反映しているとみなせる．
消費が q ∈ ZA以下であるという制約下で評価を最大

化する消費全体，すなわち arg max{f(y) | y ≤ q} を
Cf(q)と表記することで，評価関数 f から選択対応Cf

を定義できる3．この Cf が同側代替性と対側補完性を
満たすような f の条件に興味があるが，M�凹関数の変
種がこれらの性質を満たすのである．関数 f : ZA → R
がM�凹関数であるとは，−f がM�凸関数となるもの
である．M�凸関数については本特集の室田氏の記事を
参照されたい．
本稿で定義するM�凹関数の変種では，AをA+とA−

に分割する．すなわち，A = A+ ∪A−，A+ ∩A− = ∅
とする．経済主体が仲買人であるとき，A− は購入財
の集合，A+は販売財の集合と解釈する．この分割に従
い，x ∈ ZAに対して，x+と x−をそれぞれA+とA−

上の xの部分ベクトルとする．x = (x+, x−) ∈ ZA に
対して，tw(x) ∈ ZA は (x+,−x−)を表すとする．す
なわち，xの A− 内の成分の符号を反転させたベクト
ルを tw(x)と表記する．関数 f : ZA → RがあるM�

凹関数 f̂ を用いて

f(x) = f̂(tw(x)) (x ∈ ZA)

と定まるとき，f を (A+, A−) 上の歪M�凹関数と呼
ぶことにする．歪 M�凹関数は，同側代替性と対側補
完性を一般化した次の性質を満たす．

補題 4.1 f : ZA → R を (A+, A−) 上の歪 M�凹関
数とする．z1, z2 ∈ ZA に対して z+

1 = z+
2 ，z−

1 ≥ z−
2 ，

Cf(z1) ≡ arg max{f(y) | y ≤ z1} = ∅かつ Cf(z2) ≡
arg max{f(y) | y ≤ z2} = ∅ならば以下が成り立つ．
(a) 任意の x1 ∈ Cf(z1)に対して4

3 最大解は一意に定まるとは限らないので，Cf は選択関
数ではなく，正確には f の選択対応と呼ばれる．
4 ベクトル x, y ∈ �Aに対して，ベクトル x ∧ y を成分ご
とに最小値をとったベクトルとする．同様に x ∨ y を成分
ごとに最大値をとったベクトルとする．
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z−
2 ∧ x−

1 ≤ x−
2 かつ x+

2 ≤ x+
1 (5)

を満たす x2 ∈ Cf(z2)が存在する．
(b) 任意の x2 ∈ Cf(z2)に対して (5)を満たす x1 ∈

Cf (z1)が存在する．

(5) は 0-1 ベクトルに対する (1) と (3) を整数ベク
トル版へと自然に拡張した性質である．また Cf(z1)

と Cf(z2) が単元集合であるならば，補題 4.1 の (a)

と (b) は一致する．補題 4.1 において，z+
1 ≥ z+

2 か
つ z−

1 = z−
2 の場合も+と −を入れ替えた同様の性質

（(2)と (4)の拡張）が成り立つ．
M�凹関数はほかにも好ましい性質を有する．詳細に

ついては [3, 6] を参照されたい．次に M�凹関数と歪
M�凹関数の例を紹介しよう．

例 4.2 Aの分割 (A+, A−)に対して，関数

h(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

(
x ≥ 0,

∑
a∈A+

x(a) =
∑

a∈A−
x(a)

)
−∞ （その他）

は (A+, A−) 上の歪 M�凹関数となる．A− と A+ を
ある仲買人の購入財の集合と販売財の集合とすると，
h(x) = 0 となる x は，それぞれの購入財も販売財も
非負個数であり，購入する総個数と販売する総個数が
一致することを意味している．//

例 4.3 f と f̂ をそれぞれ (A+, A−)上の歪 M�凹関
数とそれに対応するM�凹関数とする．l ≤ uを満たす
l, u ∈ ZA に対して

f̂[l,u](x) =

{
f̂(x) (l ≤ x ≤ u)

−∞ (その他)
(x ∈ ZA)

は，dom f̂[l,u] = ∅ならばM�凹関数である．これより

f[l,u](x) =

{
f(x) (l ≤ x ≤ u)

−∞ (その他)
(x ∈ ZA)

も dom f[l,u] = ∅ ならば，歪 M�凹関数である．以降
で紹介するアルゴリズムでは，この例のように実効定
義域を上下限制約で制限することを行う．このような
操作でもM�凹性も歪M�凹性も保たれる．//

例 4.4 fを (A+, A−)上の歪M�凹関数とし，各a ∈ A

に対して，1 変数凹関数 fa : R → Rが与えられてい
るとする．このとき，

f(x) +
∑
a∈A

fa(x(a)) (x ∈ ZA)

は歪M�凹関数となる．これは歪M�凹関数と分離凹関
数の和も歪M�凹関数であることを述べている．一般
に二つのM�凹関数の和はM�凹関数とは限らない．//

5. 離散凸解析を用いたモデル

Ostrovskyのモデルでは，契約を選ぶか選ばないか，
すなわち 0か 1かの 2値の議論である．ここで紹介す
るモデルでは不可分財の整数個の売買を許し，また選
好における無差別を許すという一般化を行う．無差別
があると安定な割当の存在証明の手段として Tarskiの
不動点定理が使えないので，その代わりに安定な割当
を求めるアルゴリズムを構築する．そのアルゴリズム
を第 6節で紹介する．

G = (V, A)を非巡回有向グラフとする．Ostrovsky

のモデルと同様に V が経済主体の集合で，A は二者
間の売買関係の構造を表し，各売買関係 a ∈ A にお
いて aの始点が売手，aの終点が買手を表す．各経済
主体 v ∈ V に対して，δ+(v)，δ−(v) および δ(v) を
それぞれ G において v から出る有向辺全体，v に入
る有向辺全体，これらの和集合を表すとする．各経済
主体 v ∈ V は，(δ+(v), δ−(v))上の歪M�凹評価関数
fv : Zδ(v) → R をもつとする．ここで fv も仮定 (A)

を満たすとする．
本節では，x ∈ ZA を割当と呼ぶ．経済主体 v ∈ V

と割当 x 対して，xδ(v) は x の部分ベクトル (x(a) :

a ∈ δ(v))を表すとする．割当 x ∈ ZA について， す
べての経済主体 v ∈ V に対して xδ(v) ∈ dom fv が成
り立つとき，xを許容割当という．
許容割当 x が，すべての経済主体 v に対して

fv(xδ(v)) = max{fv(y) | y ≤ xδ(v)} を満たすとき，
xは個人合理的であるという．各経済主体は自分に関
する割当を相手の了解なしに減らせるという前提のも
とで，個人合理性とは各経済主体が割当を減らす動機
を持たないことを意味している．
許容割当 x ∈ ZA に対して，次の条件を満たす G上

の有向道 P = (v0, a1, v1, a2, . . . , ak, vk) をブロッキン
グ道と呼ぶことにする（ただし，以降では eaは a ∈ A
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に対応する成分のみが 1でそのほかの成分は 0である
A上の単位ベクトルとする）．

• fv0(xδ(v0)) < max{fv0(y) | y ≤ (x + ea1)δ(v0)},
• i = 1, . . . , k − 1に対して

fvi
(xδ(vi))<max

⎧⎨
⎩fvi

(y)

y≤(x+eai
+eai+1 )δ(vi)

y(ai)=x(ai)+1
y(ai+1)=x(ai+1)+1

⎫⎬
⎭,

• fvk
(xδ(vk)) < max{fvk

(y) | y ≤ (x+eak
)δ(vk)}.

xが個人合理的である場合には，上記の条件は有向道
P 上の各辺 aiについて売手 vi−1も買手 viも売買数を
1単位増やすことを認めると，有向道上のすべての経
済主体の評価を真に大きくできることを意味している．
許容割当について個人合理的でありかつブロッキン

グ道が存在しないとき，安定であると言う．すなわち
安定割当に対して，どの経済主体も自分の割当を減ら
す動機を持たず，どの有向道上の頂点集合に対応する
経済主体たちも提携する動機を持たない．安定結婚が
個人あるいは男女対からなる提携では壊れないことの
拡張にあたる安定性の概念である．
次の補題は許容割当 x∗ ∈ ZAが安定であるための十

分条件を与える．各経済主体の評価関数 fv が同側代
替性や対側補完性を満たす必要はない．

補題 5.1 許容割当 x∗ ∈ ZA に対して，次の条件を満
たす z, z ∈ (Z∪ {+∞})A が存在するならば，x∗ は安
定である．

x∗
δ(v) ∈ argmax

{
fv(y)

yδ+(v) ≤ zδ+(v)

yδ−(v) ≤ zδ−(v)

}
(v∈V ), (6)

z(a) = +∞ または z(a) = +∞ (a∈A). (7)

一般の評価関数に対して (6)と (7)を満たす z と z

の存在は許容割当が安定であるための必要条件とは限
らない．しかし各経済主体の評価関数が歪M�凹関数
ならば次が成り立つ．

定理 5.2 各経済主体 v ∈ V の評価関数 fv : Zδ(v) →
Rが (δ+(v), δ−(v))上の歪M�凹関数であるとする．こ
のとき，個人合理的な割当 x∗ ∈ ZAが安定であるための
必要十分条件は (6)と (7)を満たす z, z ∈ (Z∪{+∞})A

が存在することである．

この特徴づけを利用することで安定割当を求めるア
ルゴリズムが設計できる．アルゴリズムについては次

節で紹介する．
本節の最後としてモデルの例を与えよう．

例 5.3 図 1のサプライチェーンネットワークを考え
る．経済主体 1と 2は生産者，3と 4は仲買人，5と
6 は消費者であり，経済主体の選好として以下を仮定
する．

• 生産者 1 と 2 は毎週それぞれ最大 5 単位と 7 単
位の同一商品を製造できる．また各生産者は，可
能な限り多くの商品を仲買人に売ることを優先し，
総販売数が同じならばできるだけ 2人の仲買人に
均等になるように販売したい．

• 仲買人は保管場所を持たず，生産者から仕入れた
商品はその週のうちにすべて消費者に売らなけれ
ばならない．各仲買人は，可能な限り多くの商品
を売買することを優先し，また両生産者からの購
入数をできるだけ均等にし，両消費者への販売数
もできるだけ均等にしたい．

• 各消費者は週当たり 5個を上限として可能な限り
多くの商品を購入することを優先し，総購入数が
同じならば両仲買人からできるだけ均等に購入し
たい．

以降では経済主体 1 と 3の間の有向辺を 13と略記し
て，1と 3の間で取引される商品数を変数x13を用いて
表す．他の有向辺についても同様の表記を用いる．生
産者と消費者の選好を表現するために次の関数を導入
する．与えられた非負整数αに関して gα : Z2 → Rを

gα(y1, y2) =

{
0 (y1, y2 ≥ 0, y1 + y2 ≤ α)

−∞ (その他)

と定義すると，これはM�凹関数となる．gα と十分小
さい正の数 εを用いると生産者 1の選好を

f1(x13, x14) = g5(x13, x14)+(x13+x14)−ε(x2
13+x2

14)

と表現できる．ここで f1 の第 1項は週当たりの最大生
産数が 5であることを表し，第 2項は生産者ができる
だけ多くの商品の販売を優先することを意味し，第 3

項は商品の個数が一定ならば均等な販売を望むことを
表している5．例 4.4 より f1 は M�凹関数である．同
様に生産者 2 や消費者 5 と 6 の選好も M�凹関数で
表現できる．仲買人の選好を表現するために次の関数
h : Z4 → Rを導入する．

5 相手 v1, v2, . . . , vk に対する不可分財の配分比が r1 :
r2 : · · · : rk にできるだけ近くなるようにすることも，分離
凹 2 次関数最大化を利用すれば実現可能である．

2013年 6月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（21） 329



h(y−
1 , y−

2 , y+
5 , y+

6 ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0

(
y−
1 , y−

2 , y+
5 , y+

6 ≥ 0

y−
1 +y−

2 = y+
5 +y+

6

)
−∞ (その他).

例 4.2より hは歪M�凹関数である．仲買人 3の選好を

f3(x13, x23, x35, x36) = h(x13, x23, x35, x36)

+ (x13+x23−ε(x2
13+x2

23))

+ (x35+x36−ε(x2
35+x2

36))

と表現できる．f3 において，hは購入数と販売数が等
しいことを強制し，第 2項と第 3項は生産者や消費者
の選好を表現するのと同様に仲買人の選好を表現して
いる．例 4.4より f3 は歪M�凹関数である．仲買人 4

の選好も歪M�凹関数で表現できる．
この例において次の許容割当 xと x∗ を考える．

辺 13 14 23 24 35 36 45 46
x 2 2 2 3 2 2 2 3
x∗ 2 3 2 3 2 2 3 3
z +∞ +∞ 2 3 2 2 3 3
z 2 3 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

割当 x∗は安定である．なせならばx∗，z，zは補題 5.1

の (6)と (7)を満たす．一方 xは安定ではない．なぜ
ならば P = (1, 13, 3, 35, 5) は x に対するブロッキン
グ道だからである．//

6. 安定割当を求めるアルゴリズム

本節では前節のモデルにおいて (6)と (7)を満たす
x∗，z，z を常に求めるアルゴリズムを紹介する．この
アルゴリズムでは，二つの割当 xs と xb を管理し，条
件 xb ≤ xs を保つようにする．各 a ∈ A に対して，
xs(a)は aにおける売手が提示した販売数であり，提
示数 xs(a)に対して aにおける買手が望んだ購入数が
xb(a)であると解釈する．そのため条件 xb ≤ xs が成
り立つ．xs と xb の決定については，生産者，仲買人，
消費者から順番に決めるとする．すなわち，非巡回有
向グラフ G = (V, A) の頂点は V = {1, 2, . . . , n} の
ように番号づけられ，条件「(i, j) ∈ Aならば i < j」
を満たすとし，番号の小さい頂点から順に xs と xb を
決定する．図 1はこのように頂点が番号付けられてい
るので，例 5.3を用いてアルゴリズムの動きを説明し
よう．
生産者 1は，評価を最大化するために 5単位を生産

し，仲買人 3 と 4 にそれをなるべく均等になるよう
に販売数を提示する．すなわち (xs

13, x
s
14)は (2, 3)か

(3, 2)のどちらかであるが，(xs
13, x

s
14) = (2, 3)を選ん

だとする．同様に生産者 2 は 7 単位を生産し，販売

提示数として (xs
23, x

s
24) = (4, 3) を選んだとする．次

に仲買人 3は (xs
13, x

s
23) = (2, 4)という生産者からの

販売提示数に対して，評価を最大化するために購入希
望数を (xb

13, x
b
23) = (2, 4) とし，消費者への販売提示

数を (xs
35, x

s
36) = (3, 3) と決める．同様に仲買人 4は

購入希望数を (xb
14, x

b
24) = (3, 3) とし，販売提示数を

(xs
45, x

s
46) = (3, 3) とする．消費者 5 と 6 も同様に購

入希望数を決定し，すべての経済主体の販売提示数と
購入希望数が決定した状況が，図 2の (a)である．図
中で有向辺 13の脇に書かれた 2/Lと 2は，xs

13 = 2,

z13 = L（Lは充分大きな整数），xb
13 = 2であること

を表している．
図 2 の (a)において，辺 36 で xs

36 = 3 と xb
36 = 2

にギャップがある．この場合は，仲買人 3は生産者 6

への販売数については，最大でも 2 = xb
36 であると悟

り，z36 = 2と更新する．z の更新を行った結果が図 2

の (b)である．これで第 1 反復が終了する．xs = xb

になるまで同様のことを繰り返す．ただし第 2反復以
降では，販売提示数 xs は z以下で，前の反復で決まっ
た購入希望数 xb 以上であるとする．
各経済主体 v ∈ V に対する (δ+(v), δ−(v)) 上の歪

M�凹評価関数 fv : Zδ(v) → R の実効定義域 dom fv

が超立方体状の領域 {y ∈ Rδ(v) | 0 ≤ y ≤ (L−1)1}
に含まれるとすると，このアルゴリズムは以下のよう
に記述できる．

Find Stable

入力: (δ+(v), δ−(v))上の歪M�凹評価関数 fv (v∈V );

出力: (6)と (7)を満たす x∗，z，z;

xs := z := (L, L, . . . , L), xb := z := (0, 0, . . . , 0);

repeat {
for i := 1 to n do

以下に含まれる (xs

δ+(i), x
b

δ−(i))を求める;

arg max

{
fi(y)

xb

δ+(i) ≤ yδ+(i) ≤ zδ+(i)

yδ−(i) ≤ xs

δ−(i)

}
for each a ∈ A with xs(a) > xb(a) do

z(a) := xb(a), z(a) := +∞;

} until xs = xb;

z の成分で Lであるものを +∞に置き換える;

(x∗, z, z) := (xs, z, z ∨ xs)を出力し終了．

xs(k)，xb(k) および z(k) をそれぞれ repeat 文の第
k 反復直後の xs，xb および z を表すとする．便宜上，
xs(0)，xb(0)，z(0) は初期設定時のベクトルとする．頂
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図 2 Find Stableの動作例

点は番号の小さいものから先に扱うため，第 k 反復に
おける xs(k) と xb(k) は，より厳密には各 i ∈ V につ
いて以下のように

(xs(k)
δ+(i)

, xb(k)
δ−(i)

)

∈ arg max

{
fi(y)

xb(k−1)
δ+(i)

≤ yδ+(i) ≤ z(k−1)
δ+(i)

yδ−(i) ≤ xs(k)
δ−(i)

}

と定まり，例を用いた説明に符合した更新である．
詳細は省くが以下の定理が成り立つ．

定理 6.1 G = (V, A)が非巡回有向グラフで，各経済主
体 v ∈ V の評価関数 fv : Zδ(v) → Rが (δ+(v), δ−(v))

上の歪 M�凹関数ならば，Find Stable が出力する
(x∗, z, z) は (6) と (7) を満たし，x∗ は安定割当であ
る．したがって常に安定割当が存在する．

例 6.2 図 2の第 2反復以降として (c)∼(e)のような
動作が可能である．最終的に次の出力を得る．

辺 13 14 23 24 35 36 45 46

x∗ 2 3 3 2 3 2 2 3
z 2 +∞ 3 2 3 2 2 3
z +∞ 3 +∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

(6)と (7)が満たされるので x∗ は安定割当である．//

本節の最後として Find Stableの時間計算量を確
認する．非巡回有向グラフ G = (V, A) の有向辺数
をmとし，適当な整数 Lについて各経済主体 v の歪
M�凹評価関数 fv の実効定義域は超立方体状の領域
[0, (L−1)1] に含まれるとする．m,Lを用いて計算量
を評価する．また，各 v ∈ V と整数ベクトル yについ
て関数値 fv(y)は定数時間で計算できると仮定する．
各反復の終了時点では，前回よりも

∑
a∈A

z(a)は厳

密に減少する．すなわち，Find Stableは高々mL回
の反復で終了する．各反復で最も時間を要する部分は
各経済主体 vに対する歪M�凹関数の最大化である．d

変数の歪M�凹関数の最大化は，d変数のM�凸関数あ
るいは変数を一つ増やしたあるM凸関数の最小化問題
に帰着できる．これらの最小化問題は，d と log L に
関する多項式時間で解くことができる．アルゴリズム
の詳細については，文献 [4] を参照されたい．簡単に
まとめると，各反復の時間はm3 log Lに比例する時間
で終了する．

7. おわりに

現時点でマーケットデザインにおいて実用化で大成
功した数理経済モデルは，オークションと安定結婚モ
デルだけと言われている．本記事では，安定結婚モデ
ルの一般化であるサプライチェーンネットワーク上の
安定割当モデルを離散凸解析を通して眺めてみた．紹
介したモデルも含めて実用的に利用しきれていないモ
デルが多々ある．これらが現実問題解決へと展開され
るために離散凸解析が一役買える日はきっと来る．

参考文献

[1] D. Gale and L. S. Shapley, College Admissions and
the Stability of Marriage, American Mathematical
Monthly, 69, 9–15, 1962.

[2] Y. T. Ikebe and A. Tamura, Stability in Supply
Chain Networks: An Approach by Discrete Convex
Analysis, submitted for publication.

[3] K. Murota, Discrete Convex Analysis, SIAM, 2003.
[4] 室田一雄，塩浦昭義，離散凸解析と最適化アルゴリズム，
朝倉書店，2013．

[5] M. Ostrovsky: Stability in Supply Chain Networks,
American Economic Reviews, 98, 897–923, 2008.

[6] 田村明久，離散凸解析とゲーム理論，朝倉書店，2009．

2013年 6月号 Copyright c© by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.（23） 331



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Japan Color 2001 Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType true
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 524288
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Remove
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.00333
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.00333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 600
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Average
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Japan Color 2001 Coated)
  /PDFXOutputConditionIdentifier (JC200103)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /ARA (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /BGR (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /CHS (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /CHT (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /CZE (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DAN (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ETI (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /FRA (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /GRE (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /HEB (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /HRV (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /HUN (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ITA (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /KOR (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /LTH (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /LVI (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /NLD (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /NOR (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /POL (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /PTB (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUM (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /SKY (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /SLV (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /SUO (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /SVE (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /TUR (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /UKR (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for prepress printing of International Academic Publishing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFFff08682aff0956fd969b6587732e53705237793e306e30a430f330bf30fc30cd30c330c8516c958b306b90693057305f002000410064006f0062006500200050004400460020658766f830924f5c62103057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200037002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e30593002>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (Japan Color 2001 Coated)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks true
      /IncludeHyperlinks true
      /IncludeInteractive true
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 0
      /MarksWeight 0.283460
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /JapaneseWithCircle
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


