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BDD/ZDDを用いたグラフ列挙索引化技法
湊　真一

本稿では，与えられたグラフ構造のなかから，ある制約条件を満たすような部分グラフ構造をすべて列挙
し，それらを BDD/ZDDを用いて圧縮表現して索引化する技法について述べる．まず，BDD/ZDDとその
演算処理系について簡単に説明し，次に，ZDD を用いた高速なパス列挙索引化アルゴリズム Simpath の概
要を解説する．このアルゴリズムは Knuthが近年提案したものであるが，制約条件によって多くのバリエー
ションが存在することから，われわれはそれらを総称して「フロンティア法」と呼んでいる．本稿ではフロ
ンティア法がなぜ高速であるか，そして従来の BDD/ZDD を用いた制約充足問題の解法との違いについて
述べる．
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1. はじめに

あるグラフ構造が与えられたときに，そのなかから
制約条件を満たすような部分グラフ構造を抽出するこ
とは，現実社会のさまざまな局面に現れる基本的かつ
重要な手続きである．本稿では，種々の制約条件を満
たす部分グラフ構造をすべて列挙し，それらを ZDD

（ゼロサプレス型二分決定グラフ）と呼ばれるデータ構
造を用いて圧縮表現して索引化する技法について述べ
る．まず，BDD（二分決定グラフ）と，その改良形であ
る ZDDについて簡単に説明し，次に，ZDDを用いた
高速なパス列挙索引化アルゴリズムである「Simpath」
の概要を解説する．このアルゴリズムは Knuth が近
年，彼の著書において提案したものであるが，制約条
件の種類に応じて多くのバリエーションが存在するこ
とから，われわれはそれらを総称して「フロンティア
法」と呼んでいる．本稿ではフロンティア法がなぜ高
速であるか，そして従来の BDD/ZDD を用いた制約
充足問題の解法との違いについて述べる．

2. BDD/ZDDとグラフ列挙索引化

BDD（Binary Decision Diagram; 二分決定グラ
フ）は，グラフ構造による論理関数の表現である．
F (a, b, c) = abc ∨ abc を表現した例を図 1 に示す．
これは，論理関数の値をすべての変数について場合分
けした結果を二分決定木で表し，これを縮約すること
により得られる．このとき，場合分けする変数の順序
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を固定し，「0 でも 1 でも分岐先が同じ場合は分岐節
点を削除して直結」「共通の行き先をもつ分岐節点が 2

個以上あれば 1個にまとめて他を削除」という 2種類
の縮約処理を可能な限り行うことにより「既約」な形
が得られ，論理関数をコンパクトかつ一意に表せるこ
とが知られている [1]．さらに，複数の論理関数を表す
BDD の間においても，変数順序を固定すれば，互い
にサブグラフを共有することが可能であり，1 つのメ
モリ空間の中で多数の論理関数データをコンパクトに
圧縮して索引化することができる．

BDDを構築する際に，まず二分決定木を生成してか
らそれを圧縮したのでは，常に指数関数的な時間と記憶
量を要するため現実的でない．これに対して，BDD同士
の二項論理演算（AND, ORなど）の結果を表すBDD

を直接生成するアルゴリズム（通称 Apply 演算）[2]

が Bryantにより提案され，以降，BDDが広く用いら
れるようになった．Apply演算は，圧縮されたデータ
量にほぼ比例する計算時間で実行できる1．つまり，圧
縮データを元に戻すことなく，圧縮したままで高速に
演算処理できるという優れた特長がある．ほとんどの
BDDの応用では，この Apply演算を繰り返し適用し
て所望の BDDを構築している（日本語の解説記事と
しては文献 [11]がある）．

BDDは元々は論理関数を表現するために考案された
ものだが，これを用いて「組合せ集合」を表現すること
もできる．組合せ集合とは，「n個のアイテムから任意
個を選ぶ組合せ」を要素とする集合である．組合せ集

1 入力サイズと出力サイズの和に関して線形時間であると
予想されていたが，最近，反証された [8]．ただし，ほとん
どの実用的な問題では線形時間と考えて差し支えない．
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図 1 二分決定木，BDD, ZDD

図 3 BDD, ZDD の簡約化規則

図 2 論理関数と組合せ集合の対応

合は，組合せ問題の解集合を表現する基本的・汎用的な
データ構造であり，実問題においては，購入履歴デー
タベース，Webのリンクの表現，システム故障要因の
表現等，さまざまな局面で現れる．ある 1つの組合せ
集合は，1つの論理関数（特性関数と呼ばれる）に対応
づけることができる．例えば，図 2は abc ∨ abcとい
う論理関数を表す真理値表であるが，見方を変えると
{ac, b}という組合せ集合も表現している．特性関数を
BDDで表すことにより，組合せ集合を非明示的に表現
することができる．このとき，論理関数の AND/OR

演算は，共通集合 (intersection)/和集合 (union)の演
算にそのまま対応するので，多数の組合せを含む集合
同士の演算を，BDD 処理系でまとめて実行すること
が可能となる．類似した組合せが多く出現する場合，
BDD では等価なサブグラフが多く出現し，それらが

互いに共有されて，記憶量や計算時間が大幅に（とき
には指数関数的に）削減できる場合がある．

ZDD（Zero-suppressed BDD; ゼロサプレス型
BDD）[5] は，組合せ集合データの処理に特化された
BDDの変化形である．ZDDでは，等価な節点を共有
する規則は通常の BDDと同様であるが，冗長な節点
を削除する際の規則が異なる．すなわち，図 3に示す
ように，1–枝が 0–終端節点を直接指している場合に，
この節点を取り除く．その代わり，通常のBDDで削除
されるような節点は削除しない．このような ZDDの
簡約化規則によっても表現の一意性は保たれる．ZDD

を構築する方法として，通常の BDDを構築する場合
と同様に，Apply演算により 2つの ZDD同士の集合
演算（和集合，共通集合，差集合など）を実行し，そ
の計算結果の ZDDを得る方法がある．

ZDDは，疎な組合せの集合に対して顕著な効果があ
る．例えば，組合せ集合の各要素に含まれるアイテム
の平均出現頻度が 1%であれば，ZDDは BDDよりも
100倍コンパクトになる可能性がある．現実の応用でも
そのような事例はしばしば見られる（例えば，店舗に並
ぶ商品総数に比べて，顧客が 1度に購入するアイテム数
は極めて少ない）．ZDDは，BDDの種々の変化形のな
かで，最も重要なものとして認識されており，Knuthの
有名な教科書 “The Art of Computer Programming”

の最新巻 [4]でも詳しく解説されている．
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図 4 s, t 間のパスを列挙する ZDD

BDD/ZDDは，グラフを列挙索引化するためのデー
タ構造としても有用である．節点集合 V = {v1, v2, . . . ,

vn}，辺集合 E = {e1, e2, . . . , em} からなるグラフ
G = (V, E) を考えると，グラフ列挙の問題とは，E

のべき集合 2E（または V のべき集合 2V）の中から，
ある条件を満たすような部分集合を求めることであり，
これは解集合を辺（または節点）の組合せの集合と考
えれば，そのまま BDD/ZDDで表現することができ
る．例えば，図 4ではグラフの 2節点 s, tを結ぶパス
の集合を表す ZDD を示している．この例では s, t間
のパスは 4通り存在するが，それぞれのパスを辺の組
合せと考えれば {e1e4, e1e3e5, e2e5, e2e3e4} という
組合せの集合として解集合を表現できる．これを表す
ZDD では，最上位の根の節点から 1 の終端節点に至
るパスが 4通り存在し，それぞれがこの問題の解に対
応していることが確かめられる．
グラフの部分集合を列挙するBDD/ZDDを構築する

には，まず列挙したいグラフの制約条件を論理演算や集
合演算でうまく定式化すればよい．あとはその式に従っ
てApply演算を繰り返し適用して効率よくBDD/ZDD

を生成し，求めるグラフを列挙索引化できる [3]．その
ようにして BDD/ZDDをいったん構築してしまえば，
列挙した解の個数をすばやく数え上げたり，さらに条
件をつけて解を絞り込むといった操作が容易になる．
グラフ列挙の問題で，BDD と ZDD のどちらが適

しているかは，問題の性質に依存する．まず両者に共
通する性質として，部分的に類似した組合せが多数生
じるほど，BDD/ZDDの部分的な共有が頻繁に起きて
圧縮度が高くなる．そのうえで，ある辺の有無を決め
ると別の辺を使っても使わなくてもどちらでもよくな
ることが多い問題では BDDが有利であり，ある辺を
使うと決めたら別の辺が使えなくなることが多い問題
では ZDDが有利である．種々のグラフ列挙の問題で

は，どちらかというと ZDDが有利な場合が多いと考
えられる．

3. Knuthのパス列挙アルゴリズム

先に述べた Knuth の教科書 (Vol. 4 Fascicle 1)[4]

の p. 121（Vol. 4A では p. 254) において，与えら
れたグラフの 2 点 s, t を結ぶパス（遠回りを許すが
同じ節点は 2 度通らない）を全列挙するアルゴリズ
ム Simpath (Simple Paths) が示されている．これ
は，ちょうど s–t パスとなるような辺の組合せを全
列挙した集合を表す ZDD を作るアルゴリズムであ
る．Knuth 本人が実装したソースコードが氏のホー
ムページで公開されているが，試してみるとこれが驚
くほど高速である．例えば 15 × 15の格子グラフ（辺
の総数 420）の左上隅から右下隅に至る s–tパスを全
列挙する ZDD を生成させると，パスの総数は実に
22744971467681273963182645932798986338761332

3440（2.27 × 1047) 通りもあるが，ZDD の節点数は
たった 144,759,636 個ですんでおり，その ZDD生成
に要する時間はわずか数分である．

Simpathアルゴリズムは，Apply演算を用いること
なく，与えられたグラフから解集合のZDDを直接生成
するアルゴリズムである．従来の常識では，ある特定
の問題専用の BDD/ZDD 生成アルゴリズムを一から
実装するよりも，Apply演算を組合せて実装する方が
工学的にはエレガントであり，速度の面で多少のオー
バヘッドがあってもそちらのほうが好ましいと考えて
いた．そこでわれわれは，Apply演算だけを組合せて
s–tパス列挙の ZDDを生成するアルゴリズムを作って
Simpathと比較してみたが，相当がんばって工夫して
も，Simpath法のほうが圧倒的に（例題にもよるが数
十倍以上も）速く，単なるコーディング技量の違いで
は済まされないことがわかってきた．
図 5を用いて，Simpathアルゴリズムの概略を紹介

する．最初に与えられたグラフGの辺に適当な順序を
つけ，E = {e1, e2, . . . , em}とする．これより，上位か

図 5 Simpath アルゴリズムの処理手順
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図 6 等価な途中状態の例

ら e1, e2, . . . の変数順の二分決定木を，上位から下位
に向かって幅優先順でたどりながら構築して行く．ま
ずグラフ G において，s–t パスが辺 e1 を通らない場
合を 0，通る場合を 1として場合分けし，e1 の変数名
をもつ分岐節点を 1個作り，0–枝，1–枝の先の二分決
定木の葉には，それぞれについてグラフGの途中状態
を記録した情報を記録しておく．次に，それぞれの葉
を順番に訪問し，記録されていた途中状態を見ながら
s–tパスが辺 e2 を通るかどうかでさらに場合分けして
e2 による分岐節点を継ぎ足して，それぞれの葉には新
しい途中状態を記録する．このようにして上から k段
目までの二分決定木の葉を順番にたどって，記録され
ていた途中状態を見ながら ek+1 による分岐節点を継
ぎ足して，(k +1)段目の二分決定木を作る，という処
理を繰り返し行う．ただし途中で明らかに s–t パスに
ならないような辺の組合せ（非連結になったり分岐し
たりするなど）が生じた場合は，葉に 0と記録し，以
降の段ではそれ以上分岐させないことにする．最後に
辺 em まで場合分けが終わったら，ちょうど s–t パス
となっている葉に 1を記録すれば，解集合を表す二分
決定木が完成する．その後，この二分決定木を下位か
ら上位に向かって幅優先でたどりながら ZDDの縮約
規則を適用していくと，最終的に求める ZDDが得ら
れる．
上記の手続きでは，途中で葉に 0を書き込んだ分だ

け無駄な計算を省いているが，それだけではまだ十分
ではない．Simpathアルゴリズムでは，二分決定木を
構築する際に，「等価な途中状態」をもつ複数の葉を
1つに共有させることで，計算量の大幅な圧縮を実現
している．ここで，等価な途中状態とは，残りの辺の
取捨選択によって s–tパスになるか否かが全く同じ結
果となるような辺の組合せのことを指す．図 6に格子
グラフのパスを列挙する場合の途中状態の例を示す．
辺 e1 から e12 までの場合分けが終わっているとして，

(e2, e5, e7, e8, e10, e11, e12)を選択した場合（左側の格
子グラフ）と (e1, e4, e7, e8, e10, e11, e12)を選択した場
合（右側の格子グラフ）とで途中状態を比較すると，残
りの辺で節点 v8 と v10 を連結し，さらに v7 と終点 t

が連結できれば良いということで両者は一致しており，
以後の辺の取捨選択の制約条件は全く同じであること
がわかる．これを右側の ZDDの模式図に当てはめる
と，e13 より下位のサブグラフが完全に一致するとい
うことであり，このように途中状態が等価であると判
れば，e13 のレベルで節点を共有してしまうことがで
きる．s–t パス列挙問題では，このような等価な途中
状態が非常に多く発生するため，この共有の効果は大
きい．途中状態としてどのような情報を記憶しておけ
ばよいかというと，図中の破線で囲まれている部分の
各節点が端点か否かということと，端点だった場合に
もう一方の端点はどこか，ということだけがわかれば
よい．Simpathではこの情報を mateと呼ぶ配列構造
でコンパクトに表現し，ハッシュテーブルに登録する
ことで高速に一致判定を行っている．さらに，上記の
破線で囲まれている節点，すなわち，処理済みの辺と
未処理の辺の両方に接続している節点の集合をKnuth

はフロンティア (frontier)と呼び，このフロンティア
を始点から終点まで徐々に移動させながら，必要最小
限の途中状態を記憶して処理を行っている．

Simpathはフロンティアのmate情報を途中状態と
する動的計画法の一種である．計算途中でフロンティ
アが膨らむと，互いに異なる途中状態が多く発生して
計算量が増大するため，フロンティアがなるべく小さ
いままで処理が進むことが望ましい．フロンティアが
小さくてすむかどうかは，与えられたグラフの形と，そ
れに応じた辺の変数順序付けに依存する．平面グラフ
に近くて細長い形のグラフであるほうが都合がよい．

Knuthは Simpathの一部を変更するだけで，s–tパ
スだけでなく，ハミルトンパス，有向パス，さらに各
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種のサイクルの列挙もほぼ同様に実行できることを示
している．ほかにも mate情報の仕組みを拡張するこ
とで，多くの類似問題に適用できる．

4. Tutte多項式を表す BDDとの関係

グラフ理論における基本的な不変量として Tutte多
項式が知られている．グラフ G = (V, E)の Tutte多
項式は，以下の式で定義される [7]．

T (x, y) =
∑

A⊆E

(x − 1)ρ(E)−ρ(A)(y − 1)|A|−ρ(A)

ここで ρ(A)は，グラフの節点数 |V |から辺集合 Aの
連結成分の個数を引いたものである．Tutte多項式が
得られれば，グラフの大域木の総数やグラフの連結確
率計算など，グラフの連結性に関係する種々の性質が
わかるため非常に強力であるが，そのためにはすべて
の辺部分集合について上記の式を展開して計算する必
要があり，中規模以上のグラフでTutte多項式の係数
を正確に求めることは容易ではない．
関根，今井ら [6, 10]は，与えられたグラフの Tutte

多項式を表す BDDを効率よく生成するアルゴリズム
を 1995年頃にすでに提案しているが，これが Knuth

が提案した Simpath と極めて類似していることがわ
かってきた2．トップダウンに幅優先で辺の有無を場合
分けして BDDを構築していくことと，フロンティア
に相当する概念を消去波面と呼び，その途中状態によっ
て処理をまとめて計算量を抑えるという点では，全く
同一の手法と言ってよい．主な相違点は，ZDDではな
く BDDを用いていることと，フロンティアの途中状
態として mate 情報を記録するのではなく，各節点が
どの連結成分に所属しているか（すなわち節点集合の
分割の情報）を記録していることである．
さらに関根らは，平面グラフや n× n格子グラフな

どに対する理論的な計算量解析も行っており，そのよ
うなグラフでは，フロンティアの最大サイズが小さく
抑えられ，それを得るための変数順序付けも容易に得
られることを示している．そして生成される BDDの
サイズや時間計算量についても理論的な評価を行って
いる [10]．つまり Simpathが効率よく動作するような
グラフに関する理論的考察は，90年代にすでにかなり
行われていたことになる．
しかし，当時は計算機の性能が今より貧弱だったこ

2 筆者らは今井先生から指摘されるまで両手法の類似性を認
識していなかった．Knuth先生もそれを知らずに Simpath
を書いたと思われる．

とや，BDDの研究そのものが成熟したと思われていた
時期でもあったため，フロンティア法による BDDの
トップダウンな生成方法が，常識的なApply演算によ
る方法よりも優れているかどうかを，さまざまな実問
題に対する実測値で評価するというところまで至って
いなかった．近年になって，Knuthが極めて高性能な
コードを実装して公開したことがきっかけとなり，本
アプローチが理論的な興味だけではなく，動的計画法
に基づく極めて高性能な列挙索引化の基盤技術として
利用できることが明らかとなり，実問題への応用が始
まっている．

5. フロンティア法としての一般化と工学的
応用

以上で述べたように，グラフをたどりながら ZDD

をトップダウンで幅優先で生成する技法は，パスを列
挙する Simpathだけでなく，さまざまな列挙問題に応
用することができる．われわれはそのようなアプロー
チを総称してフロンティア法と呼ぶことにした．これ
までのところ，次のような問題に適用できそうだとい
うことがわかっている（より詳細な実装技術について
は本特集記事 [12]を参照いただきたい）．

• Simpathの派生問題（端点の情報を記録）
k組の s–tパス集合の列挙（ナンバーリンク問題），
サイクルの列挙，通り道に制約のあるサイクルの
列挙，長さ k 以下または以上のサイクルの列挙，
ハミルトンパス・サイクルの列挙，オイラーパス・
サイクルの列挙，有向グラフのパス・サイクル列挙

• Tutte多項式計算の派生問題（各節点の分割を記
録）
連結部分グラフの列挙，大域木/林の列挙，カット
セットの列挙，グラフの k分割問題，連結確率の
計算

• 上記以外（問題ごとに途中状態の情報が異なる）
クリーク列挙（独立集合列挙），擬似クリーク列
挙，グラフ彩色問題，集合被覆問題，タイル敷き
詰め問題，部分文字列の列挙，完全・不完全マッ
チングの列挙

これらのグラフの列挙問題は社会的に重要なさまざ
まな実問題と関係している．例えばパス列挙は，地理
情報システムでは中心的な問題であるし，有向グラフ
での列挙は，大規模システムの依存関係の解析や，フ
ローチャートの解析，ナンバーリンクやスリザーリン
クのパズル，文字列集合から「しりとり」を完成させ
る問題など，多くの応用がある．さらに，グラフ k分
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割問題に関しては，電力網を k 箇所の変電所でカバー
して配電する区割りの列挙に活用できるし，ほかにも
避難所の配置問題や選挙区割り問題など社会インフラ
に関する重要な応用が多く考えられる．しかも電力網
や道路網のような社会インフラを構成するシステムの
構造は，平面グラフや格子グラフに近い形であること
が多いので，フロンティア法による圧縮効果が極めて
高くなる傾向がある．実際，電力網の現実的なモデル
で変電所の給電パタン候補を列挙する問題をグラフ k

分割問題で定式化して実験したところ，1071 通りもの
膨大な給電パタンを全列挙する ZDDをわずか 1秒程
度で生成できることがわかった（詳細は本特集記事 [9]

に記載）．
フロンティア法は，ある 1つの問題に対してアルゴ

リズムを作ればそのままほかの問題にも簡単に流用で
きるという性質の技法ではない．個々の問題それぞれ
について，どのような途中状態を記録すると効率よく
解けるか，フロンティアが小さいままで処理を進めら
れるようなグラフの形をしているか，良い変数順序付
けを見つけられるか，ということを考慮して，動的計
画法としてのアルゴリズムを設計する必要がある．一
方で，従来の Apply 演算でも効率よく解ける問題も
あるので，苦労してフロンティア法で実装しても改善
効果が薄いという結果に終わる場合もある．例えばク
リーク列挙の ZDD生成は Coudertの方法 [3]がエレ
ガントで非常に性能が良いので，フロンティア法を工
夫しても勝てないかもしれない．あるいは非常に疎な
例題では共有がほとんど起こらないため，ZDDを使わ
ずにオーソドックスな branch and bound や reverse

searchで解くほうが速いという場合もある．個々の問
題や例題ごとに吟味が必要である．
現実の問題では制約条件が単純な論理演算や集合演

算では表せない場合がしばしばある．例えば電力網の
例題では，電圧降下がある一定の範囲になければなら
ないとか，電流が送電線の定格を超えてはならないと
か，三相交流のバランスを取らなければいけない等々，
組合せ的にシンプルに表せない制約が多いため，処理
途中で共有することが難しく，フロンティア法ですべ
ての条件を一気に計算することは困難である．あるい
は津波に備えた避難所の配置問題では，津波の高さや，
避難者の移動速度のモデル，地震による避難路の損傷
状況など，制約条件もさまざまに変化するため，その
都度，フロンティア法を設計し直すことは現実的でな
い．このような問題に対する現実的な対処方法として
は，まず比較的簡単で確実に必要となるトポロジカル

な条件だけでフロンティア法を適用して，膨大な解候
補を ZDDで全列挙索引化しておいて，一方で問題依
存の複雑な制約条件については，局所性や極大性など
を利用する別の方法で ZDDをいくつか作っておいて，
先にフロンティア法で求めた ZDDとの Apply演算で
解集合の絞り込みを行う，というアプローチが良いと
思われる．

6. おわりに

フロンティア法を用いることで，ある一定規模の問
題であれば，膨大な候補を ZDDにより全列挙して索
引化しておくことが現実的に可能になり，これによっ
てすべての可能性を尽くして探索や診断を行うことが
できる．さらに ZDD は単なる検索だけでなくリッチ
な代数演算処理系をもつため，事前に想定できなかっ
た制約条件を追加して候補を絞り込んだり，今日と昨
日との差分だけをまとめて取り出したり，といった柔
軟な操作ができることも大きな特長である．
最適解を 1つ求めるだけであれば，解を全列挙しな

くても，それよりはるかに短い時間で計算できる場合
がしばしばある．しかし，制約条件の性質によっては，
結局，全列挙する以外に真の最適解を見つけられない
問題も存在する．さらに現実の問題では，最適性の評価
尺度や制約条件が刻々と変化する場合も多いため，あ
る条件を満たす解を列挙索引化する技術も有用性が高
い．筆者らは「最適化と列挙は車の両輪」と言っても
過言ではないと考えている．
大規模なシステムの解析には，従来，確率的な手法

が多く用いられてきた．確率的手法では，計算能力の
制約から，個々の事象の独立性を仮定することが多い
が，現実の問題で特に非常に小さな確率を扱う場合に
は，独立性について細心の注意をすべきであることは，
昨年の大震災による原発事故災害で明らかになった教
訓の 1つである．いったん，確率を計算して数値（例
えば 10−6 など）に直してしまうと，その数値だけが
社会で独り歩きしてしまい，それを求めたときの前提
条件が忘れられやすい傾向がある．それに対して，列
挙の場合は独立性を仮定しなくても数え上げることが
でき，非常に小さい確率の事象であっても「全部で何
通りあって，例えばこういうときに発生」と示すこと
ができる．そのような社会的な側面からも，全列挙索
引化の技術は今後さらに重要になると考えている．
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