
c©オペレーションズ・リサーチ

リアルオプション理論と設備投資問題
―確率制御アプローチ―

後藤　允

本稿では，リアルオプション理論を設備投資問題に応用した際の定式化について，確率制御の視点から解説
していく．まずはじめに，ある設備を建設するという単純な投資問題をとおして，リアルオプション理論を
説明する．次に，建設された設備の規模を拡張また縮小していく投資問題を特異制御アプローチから説明す
る．さらに，規模調整に対する固定費を想定して，在庫管理でも使われるインパルス制御アプローチによっ
て説明する．最後に，インパルス制御アプローチによる設備投資問題の限界について解説する．
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1. はじめに

リアルオプションという言葉は，Myers [6] によっ
て提唱されたといわれている．その意味は，金融商品
のオプションがもつ意思決定の柔軟性と，企業の実物
資産への投資に対する意思決定の柔軟性の類似にある．
しかし，Myersの提唱から 35年を経た現在では，単な
るコールオプションとの類似では説明できないほどに
複雑な投資問題へ応用されている．むしろ，Dixit and

Pindyck [2] のタイトルである“不確実性下の投資意
思決定”という言葉のほうが，リアルオプションの意
味を広義に説明しているといえる．
本稿では，不確実性下の投資問題のなかでも設備投

資問題への応用に注目し，確率制御の視点から定式化
について解説していく．特に，オペレーションズ・リ
サーチでも馴染みのある在庫管理問題に使われるイン
パルス制御アプローチとの関係性を追求する．なお紙
幅の関係上，確率制御の数学的な厳密性は省略するの
で，各原著論文を参照願いたい．

2. 単純な設備の建設問題

まず，単純な投資問題から考える．企業がある設備
への投資を検討しており，投資費用が I，設備の建設
後に得られる時間当たり利益が不確実で，

dXt = µXtdt + σXtdWt, X0 = x > 0 (1)

の幾何ブラウン運動に従っている，あるいは予測され
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るとする．このとき企業は，利益水準が十分に大きく
なってから投資するのが合理的なので，この投資への
価値関数は，企業が設定する割引率を ρとすると，

V (x) = sup
τ∈T
E

[∫ ∞

τ

e−ρtXtdt − e−ρτ I

]
(2)

という最大化問題となる．(2)式は，投資時刻 τ を全
体集合 T の中から選ぶ最適停止問題となっており，こ
の場合の τ は，

τ = inf{t > 0 : Xt ≥ X∗} (3)

という投資閾値 X∗ への初到達時刻となる．したがっ
て，最適停止時刻 τ を求める問題は，閾値 X∗ を求め
る問題に変換されていることになる．
求める解は，x ≥ X∗ のとき即座に設備へ投資する

ので，明らかに

V (x) = E

[∫ ∞

0

e−ρtXtdt − I

]
=

x

ρ − µ
− I (4)

となる．x < X∗ のときは，伊藤の公式とベルマンの
最適性原理によって，

1

2
σ2x2V ′′(x) + µxV ′(x) − ρV (x) = 0 (5)

が成立する．この常微分方程式の一般解は，

V (x) = A1x
γ1 + A2x

γ2 (6)

となる．ただし γ1 > 1, γ2 < 0は，ともに特性 2次方
程式

1

2
σ2γ2 +

(
µ − 1

2
σ2

)
γ − ρ = 0 (7)
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図 1 単純な投資オプションの価値関数

の根である．ここで V (x)に対する収束条件より，

V (0) = 0 (8)

であり，A2 = 0でなければならない．したがって，(2)

式は

V (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

A1x
γ1 , x < X∗,

x

ρ − µ
− I, x ≥ X∗,

(9)

となる．
(9) 式は，求めるべき X∗ に加えて，未知定数とし

て A1 があるため，境界条件が 2 つ必要である．1つ
目は，X∗ において投資するというバリュー・マッチ
ング条件

A1(X
∗)γ1 =

X∗

ρ − µ
− I (10)

であり，2つ目はX∗における最適性を保証するスムー
ス・ペースティング条件

γ1A1(X
∗)γ1−1 =

1

ρ − µ
(11)

である．これら 2つの境界条件から，

A1 =

(
X∗

ρ − µ
− I

)(
1

X∗

)γ1

(12)

と最適閾値

X∗ =
γ1

γ1 − 1
(ρ − µ)I (13)

が得られる．
図 1 は，(9) 式の例を描いたものである．V (x) は

コールオプションのような形状をしており，Myersの
提唱の由来が結果にも表れていることがわかる．

3. 設備の規模選択問題：特異制御

次に，すでに建設された設備の規模を拡張または縮
小していく問題を考える．この問題は，規模の選択問
題 (capacity choice problem) と呼ばれ，設備投資問
題の主要テーマの 1つであり，リアルオプション関連
の論文も数多く発表されている．ここでは，興味深い
解法を提案した Guo and Tomecek [4] を参考に，設
備の規模選択問題を説明する．
本節では，設備の規模と利益に関係をもたせるため

に，生産物価格を Xt，設備規模を Yt，生産量を

H(Yt) = Y β
t , β ∈ (0, 1] (14)

として，時間当たりの利益を Yt の凹関数

Π(Xt, Yt) = H(Yt)Xt (15)

とする．生産物価格が幾何ブラウン運動 (1)に従い，企
業は生産物価格の不確実性下で設備の規模を拡大また
は縮小することによって，期待利益の最大化を目指す．
設備の規模調整を，時刻 t までの拡大量 ξ+

t と縮小
量 ξ−

t で表すと，設備規模は初期値 Y0 = y を使って，

Yt = y + ξ+
t − ξ−

t (16)

と書け，規模の上下限を [a, b]とする．さらに，規模の
拡大と縮小にかかる費用を単位当たりそれぞれK1 > 0,

K0 < 0 とする．縮小の費用が負であるとは，余剰設
備の売却によって収入があるという意味である．
このとき，企業の設備規模選択に関する価値関数は，

V (x, y) = sup
(ξ+,ξ−)∈A

E

[∫ ∞

0

e−ρtΠ(Xt, Yt)dt

−
∫ ∞

0

e−ρtK1dξ+
t −
∫ ∞

0

e−ρtK0dξ−
t

]

(17)

となる．(17)式は，最適な規模調整の組 (ξ+, ξ−)を全
体集合Aの中から選ぶ特異制御問題となっている．企
業にとっては，価格が高くなれば規模を拡大して生産
量を増やす動機づけがあり，価格が低くなれば生産す
るよりも余剰設備として売却したほうがよい．
通常，この種の特異制御問題は解析解を得ることが難

しいが，Guo and Tomecek [4]ではスイッチング問題に
変換することによって，最適な規模調整戦略を準解析的
に求めている．具体的には 2つのレジーム κn ∈ {0, 1}
を考え，拡大後のレジームを 1，縮小後のレジームを
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0 とする．さらに，n 回目にレジームがスイッチする
時刻を τnとし，スイッチング制御α = (τn, κn)n≥0と
レジーム定義関数

It =

∞∑
n=0

κn1{τn<t≤τn+1}, I0 = κ0 (18)

を使って，スイッチング問題

vk(x, z) (19)

= sup
α∈B,κ0=k

E

[∫ ∞

0

e−ρtH ′(z)XtItdt −
∞∑

n=1

e−ρτnKκn

]

を定義する．z の意味は，設備規模をある Yt = z で考
えるということである．証明は省略するが，特異制御
問題 (17)はスイッチング問題 (19)を使って

V (x, y) =
H(a)x

r − µ
+

∫ y

a

v1(x, z)dz +

∫ b

y

v0(x, z)dz

(20)

と書ける．すなわち，スイッチング問題 (19)を解けば，
もとの特異制御問題 (17)が求まるということである．

(18) 式より，スイッチング問題 (19) は連立常微分
方程式

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
σ2x2v′′

0 (x, z) + µxv′
0(x, z) − ρv0(x, z) = 0

1

2
σ2x2v′′

1 (x, z) + µxv′
1(x, z) − ρv1(x, z)

+H ′(z)x = 0

(21)

を満たす．拡大と縮小の閾値をそれぞれG(z), F (z)と
すると，収束条件から一般解はそれぞれ

⎧⎪⎨
⎪⎩

v0(x, z) = B0(z)xγ1 , x < G(z),

v1(x, z) = B1(z)xγ2 +
βzβ−1x

ρ − µ
, x > F (z),

(22)

となり，境界条件は

B0(z)Gγ1(z) = B1(z)Gγ2(z) +
βzβ−1G(z)

ρ − µ
− K1

(23)

γ1B0(z)Gγ1−1(z) = γ2B1(z)Gγ2−1(z) +
βzβ−1

ρ − µ

(24)

図 2 特異制御の規模拡大縮小の閾値

B1(z)F γ2(z) +
βzβ−1F (z)

ρ − µ
= B0(z)F γ1(z) − K0

(25)

γ2B1(z)F γ2−1(z) +
βzβ−1

ρ − µ
= γ1B0(z)F γ1−1(z)

(26)

となる．
ここまでくると，前節と同様に連立方程式を解けば

よいことになる．しかし，本節では非線形項がどうし
ても残るため，η, ν を非線形連立方程式の解として，
最適な拡大と縮小の閾値

F (z) = ηz1−β, G(z) = νz1−β (27)

が準解析的に求まる．この F (z), G(z)を z の関数と
して見れば，もとの特異制御問題 (17) の解になって
いる．
図 2は，F (z), G(z)の例を x–z 平面に描いたもの

である．x < F (z)からスタートすれば，企業は即座
に規模を垂直に F (z)に達するまで縮小する．反対に，
x > G(z) からスタートすれば，企業は即座に規模を
垂直に G(z)に達するまで拡大する．両閾値の中間か
らスタートしたときは，xが水平方向にどちらかの閾
値に到達するまで規模は変わらない．最初に G(z)に
到達した場合は，xが大きくなるにつれてG(z)に沿っ
て規模を拡大し，xが小さくなったときは規模は変化
しない．さらに xが小さくなって F (z)に到達すると，
今度は F (z)に沿って規模を縮小する．以上が，求め
られた最適な設備の規模選択行動であり，生産物価格
が上昇すれば設備投資して規模を拡大し，価格が下落
すれば余剰設備を売却して規模を縮小するという，直
感的に理解しやすいものとなっている．
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4. インパルス制御による定式化

前節では規模の調整に関して比例費用のみを考えて
いたが，今度はより一般的に固定費用も考えることに
する．固定費用を考えると，特異制御のように連続し
て規模を調整することは最適ではなくなり，不連続に
離散的に調整することになる．この問題はインパルス
制御の範疇になり，定式化も前節から変更しなければ
ならない．
まず，離散的な規模調整について，調整時刻 τi と拡

大と縮小を合わせた調整量 ξi の組 w = (τi, ξi)i≥0 を
考える．このとき，設備規模は時刻 τi においてのみ

Yτi
= Yτi− + ξi (28)

のように変化する．さらに，比例費用と固定費用を合
わせた費用関数を

K(ξ) =

⎧⎨
⎩

K+
0 + K+

1 ξ, ξ ≥ 0,

K−
0 + K−

1 ξ, ξ < 0,
(29)

と定義する．離散的な調整を保証するために，費用関
数に優加法性

K(ξ + ξ′) ≤ K(ξ) + K(ξ′) (30)

を仮定する．
このとき，企業の設備規模選択に関する価値関数は，

V (x, y) (31)

= sup
w∈W

E

[∫ ∞

0

e−ρtΠ(Xt, Yt)dt −
∞∑

i=0

e−ρτiK(ξi)

]

となる．しかし (31)式は，容易に解くことはできない．
1つ目の問題点は，確率過程Xt と制御過程 Yt が別々
になっていることであり，2 つ目の問題点は拡大と縮
小の方向である．

1つ目の問題点については，確率過程を直接制御す
る形の問題のほうが扱いやすく，解析解が得られてい
る場合もあるが，(31)式のような問題では難しいとさ
れる．例えば，Ohnishi and Tsujimura [7]は企業の
キャッシュリザーブを確率過程として考え，キャッシュ
リザーブから直接配当支払いを制御するという問題を
インパルス制御問題として定式化し，準解析解を導い
ている．前節で説明したGuo and Tomecek [4]の解法
では，確率過程と制御過程が別々の特異制御問題をス
イッチング問題に変換して準解析解が得られているが，

インパルス制御問題に対して同様の解法はまだ発見さ
れていない．Guo and Wu [5]が，確率過程を直接制
御する形のインパルス制御問題に対して最適停止問題
との関連から分析しているが，(31)式のように別々の
問題ではない．

2つ目の問題点については，インパルス制御問題が
想定する制御の方向は通常，内側であるということで
ある．オペレーションズ・リサーチでも馴染みのある在
庫管理問題におけるインパルス制御を考えると，在庫
がある水準 sに達すると S まで発注するという (s, S)

政策である．この制御は，在庫水準が下がったら上げ
るという内側方向への制御である．Ohnishi and Tsu-

jimura [7]の配当政策も，キャッシュリザーブが上がっ
たら下げるという内側方向への制御である．(31)式で
考えている設備規模の拡大縮小問題は，価格が上がっ
たら規模を拡大する，下がったら縮小するという外側
方向への制御である．
外側方向へのインパルス制御に対する問題点は，

Goto, Takashima and Tsujimura [3] によって指摘
されている．問題の所在を明らかにするため，(31)式
を確率過程を直接制御する問題として，

V (x) = sup
w∈W

E

[∫ ∞

0

e−ρtXtdt −
∞∑

i=0

e−ρτiK(ξi)

]

(32)

dXt = µXtdt + σXtdWt, τi ≤ t < τi+1 (33)

Xτi
= Xτi− + ξi (34)

と定義し直す．
もしも内側への制御を考えているとすると，下側の

閾値 X に到達したらX+ (> X)まで拡大，上側の閾
値 X̄ に到達したらX− (< X̄)まで縮小という規模調
整になる．このとき，価値関数は

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

V (X+) − K+
0 − K+

1 (X+ − x), x ≤ X,

C1x
λ1 + C2x

λ2 +
x

ρ − µ
, X < x < X̄,

V (X−) − K−
0 − K−

1 (X− − x), x ≥ X̄,

(35)

を満たす．境界条件は，
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V (X) = V (X+) − K+
0 − K+

1 (X+ − x) (36)

V ′(X) = K+
1 (37)

V ′(X+) = K+
1 (38)

V (X̄) = V (X−) − K−
0 − K−

1 (X− − x) (39)

V ′(X̄) = K−
1 (40)

V ′(X−) = K−
1 (41)

となる．(36), (39) 式はバリュー・マッチング条件，
(37), (40)式はスムース・ペースティング条件である．
(38), (41)式は，それぞれ拡大量と縮小量に対する最適
条件である．この問題は前節と同じで，非線形連立方
程式の解として準解析解が求まる．上下の閾値からの
内側への制御という同様の定式化は，Cadenillas and

Zapatero [1]が中央銀行の為替介入に関して応用して
いる．
次に，外側への制御に話を戻すと，下側の閾値X に

到達したら Xd (< X) まで縮小，上側の閾値 X̄ に
到達したら Xu (> X̄) まで拡大という規模調整にな
る．このとき，価値関数は (35)式のようにはならない．
図 3(a) のように内側への制御ならば，(36)～(41) 式
の 6 本の閉じた連立方程式ですむ．しかし図 3(b) の
ように，外側への制御では xの上昇（下落）によって
逐次的に拡大（縮小）していくことを想定しているた
め，2回目の拡大（縮小）閾値は 1回目の拡大（縮小）
閾値とは異なる．

i回目の拡大縮小を添字の iで表すことにすると，初
期状態では下側の閾値X1 に到達したらXd

1 まで縮小，
上側の閾値 X̄1 に到達したら Xu

1 まで拡大という規模
調整になる．最初に縮小されたとすると，Xd

1 から始
まる問題では，下側の閾値 X2d に到達したら Xdd

2 ま
で縮小，上側の閾値 X̄2d に到達したら Xdu

2 まで拡大
という規模調整になる．またXu

1 から始まる問題では，
下側の閾値 X2u に到達したらXud

2 まで縮小，上側の
閾値 X̄2u に到達したら Xuu

2 まで拡大という規模調整
になる．内側への制御のように 1 回の拡大縮小では，
閾値が 2個だけで各閾値に 3本の連立方程式があった
が，2回の拡大縮小では閾値が 4個増えて全部で 18本
の連立方程式になる．この時点で準解析解を得るため
の数値計算は極めて困難になるが，もちろん 2回だけ
ではなく無限回の拡大縮小が必要なので，解を得るこ
とは不可能ということになる．

図 3 内側方向 (a) と外側方向 (b) へのインパルス制御の
イメージ

5. おわりに

本稿では，不確実性下の投資問題の中でも設備投資
問題への応用に注目し，確率制御の視点から定式化に
ついて解説した．特異制御による定式化では，生産物
価格が上昇すれば設備投資して規模を拡大し，価格が
下落すれば余剰設備を売却して規模を縮小するという，
直感的に理解しやすい結果が得られた．
一方，在庫管理問題の (s, S)政策でも馴染みのあるイ

ンパルス制御アプローチでは，Goto, Takashima and

Tsujimura [3]が指摘したように，連立方程式が無限個
必要になって解けないということを解説した．この問
題点は，無限個の (s, S)が必要になることに起因して
おり，解決策としては以下のようなものが考えられる．

1つ目は，金融工学でよく見られるような近似であ
る．拡大縮小を 2回，3回と限定して解を求め，規則
性や関数形を発見して無限回の問題の近似式を求める
という方法である．しかし，2回の段階で 18本，3回
になると 42本の連立方程式になるため，非現実的な方
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法であろう．2つ目は，規模選択の問題（図 3(b)）を
変換して，内側への制御（図 3(a)）になるように定式
化することである．ただし，この変換には技術的な問
題が少なからず存在することがわかっており，こちら
も難航が予想される．
しかしながら，外側へ拡大縮小していく問題は，設

備投資問題のみならず幅広く応用が可能である．本稿
で解説したインパルス制御アプローチにおける限界を
克服できれば，定式化の可能性が大きく広がるため，引
き続き今後も挑戦していきたい．
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