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概 要

構造物の剛性と構造物に作用する外力の双方が非確率論的な不確定性モデルに従って
ばらつくときに，構造物の静的な応答のばらつきを安全側で評価する楕円体を求める手
法を提案する．この問題は，不確定な線形方程式の解のすべてを含むような楕円体を求
める問題に相当する．S-lemmaを用いることにより，このような楕円体が半正定値計画
問題を解くことで得られることを示す．不確定な線形方程式に対する区間解析で用いら
れる区間は 1次元上の楕円体とみなせるため，提案手法は通常の区間解析の枠組を特別
な場合として含む．平面骨組構造物に対する数値実験により，得られる楕円体が応答量
のばらつきを安全側で精度良く近似することを例証する．
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1 はじめに
現実の構造物では，施工誤差や外乱の情報の不足，部材の損傷などにより，種々の不確

定な要因を含むことが普通である．従って，不確定なパラメータを含む構造物の応答のばら
つきを適切に評価することは，極めて重要である．
構造系が持つパラメータの不確定性のモデルには，大別して確率論的モデルと非確率論

的モデルの 2つがある．確率論的な不確定性モデルに基づく構造物の解析と設計には，信頼
性理論が広く用いられている (例えば [25])．確率論的な不確定性モデルでは，不確定なパラ
メータの確率分布を適切に推定する必要がある．ところが，実問題においては，不確定性の
統計量を精確に予測することは困難な場合が多い．これに対し，非確率論的な不確定性モデ
ルでは統計量は必要なく，不確定パラメータが属する有界集合のみが与えられる．



構造物の非確率論的な不確定性解析の手法としては，凸モデル (convex model) [3, 21]や
区間解析 (interval analysis) [1, 11] が知られている．凸モデルは不確定パラメータに関する
応答量の線形近似に基づくため，不確定パラメータのばらつきが大きい場合には有効ではな
い．一方，区間解析は，不確定性を有する線形方程式 (uncertain linear equations, ULE)の
解が属する区間を求める手法として開発され [1, 19]，その後，不確定な構造系の解析に応用
されている [11, 18, 23]．区間解析を用いると，通常，応答量の安全側の境界値が得られるこ
とが保証される．しかし，不確定パラメータの数やばらつきが大きくなると，区間解析の解
は応答量のばらつきの実際の上下限値から大きく離れ，安全側すぎる評価となる．また近年，
非確率論的な不確定性を有する系のロバスト性を評価する枠組として，インフォ・ギャップ
決定理論が提案され [2]，構造物のロバスト性解析にも適用されている [13, 27]．
種々の凸計画問題に対して，Ben-Tal and Nemirovski [8]はロバスト最適化の概念と手

法を提案した．ここでは，最適化問題を定義するデータが非確率論的な不確定性を有する
ことを仮定している．Calafiore and El Ghaoui [10]は不確定な線形方程式のデータが linear

fractional representationという形式で記述できる場合に，その解を含む楕円体を求める手法
を提案した．
本稿では，構造物が持つ剛性と構造物に作用する外力の双方に対して非確率論的な不確定

性を考慮し，その構造物の静的な応答量のばらつきを予測する手法を提案する．まず，応答量
の集合を含む楕円体のうち，最小のものを求める最適化問題を定式化する．次に，S-lemma [9]

を用いることにより，この問題を近似する半正定値計画問題 (semidefinite program, SDP)を
導く．この SDP問題の解として得られる楕円は，応答量の集合を外側から近似することが
保証されている．従って，応答量のばらつきの安全側の (保守的な)評価であることが保証さ
れるため，工学的に有用である．
一般に，区間解析では指数時間の計算量が必要である [4, Section 6.5.3]．これに対して，

SDP問題は，主双対内点法を用いると，多項式時間で解くことができる [17]．このことより，
本稿で提案する手法は，応答量のばらつきの近似楕円体を多項式時間で求めることができる．

2 準備
ベクトルp = (pi) ∈ R

nが pi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)を満たすとき, p ≥ 0と書く．簡単のため,

r ∈ R
m, s ∈ R

nで定義されるベクトル (rT, sT)T ∈ R
m+nを単に (r, s)と書くことがある．

ベクトル p = (pi) ∈ R
nの �2, �∞ノルムを ‖p‖2 = (pTp)1/2, ‖p‖∞ = maxi∈{1,...,n} |pi| で定

義する．p ∈ R
nを対角要素に持つ n × n対角行列をDiag(p)と書く．簡単のため，pl ∈ R

nl

(l = 1, . . . , k)に対してDiag((pT
1 , . . . , pT

k )T)を単にDiag(p1, . . . , pk)と書く．また，n × n単
位行列 Iの第 j列ベクトルを e

(n)
j で表す．

2.1 半正定値計画法

n× n対称行列の集合を Sn ⊂ R
n×nで表す．また，対称な半正定値行列の集合を Sn

+で表
す．行列 P が P ∈ Sn

+を満たすとき P � Oと書く．また，P , Qが P − Q ∈ Sn
+を満たすと

き，P � Qと書く．
Ai ∈ Sn (i = 1, . . . ,m), C ∈ Snを定行列，b = (bi) ∈ R

mを定ベクトルとする．X を変



数とする次の最適化問題を，半正定値計画問題 (semidefinite programming, SDP)の等式標
準形と呼ぶ [7]:

min {tr(CX) : tr(AiX) = bi (i = 1, . . . ,m), Sn � X � O} . (1)

問題 (1)の双対問題は，y ∈ R
mを変数として次のように書ける:

max

{
bTy : C −

m∑
i=1

Aiyi � O

}
. (2)

主双対内点法を用いると，SDP問題 (1), (2)を多項式時間で解くことができる [17]．こ
のことから，SDPは現在までに様々な分野に応用されている．特に構造物の最適設計の分野
では，コンプライアンス制約に対するロバスト最適化 [6, 16], 固有振動数 [20]や座屈荷重係
数 [5, 12]を制約とする最適設計，応力制約を有するトラスのロバスト最適化 [14]などに対
して，SDPを利用した解法が提案されている．

2.2 S-lemma

5節において不確定性解析に関する問題から SDPを導く際に，中心的な役割を果たすの
が S-lemmaである．まず，次の補題を用意する．

補題 2.1 ([10, Lemma A.3]). Q ∈ Sn, p ∈ R
n, r ∈ Rに対し，次の 2つの条件

(a) :

(
x

1

)T (
Q p

pT r

)(
x

1

)
≥ 0, ∀x ∈ R

n;

(b) :

(
Q p

pT r

)
� O

は互いに等価である．

次に，x ∈ R
nの 2次関数 f0(x), f1(x), . . . , fm+k(x)を

fi(x) = xTQix + 2pT
i x + ri, i = 0, 1, . . . ,m + k

と表す．ただし，Qi ∈ Sn, pi ∈ R
n, ri ∈ Rである．次の補題は S-lemmaという名前で知ら

れている．

補題 2.2 (S-lemma [9, § 2.6.3]). 条件

f1(x) ≥ 0, . . . , fm(x) ≥ 0 =⇒ f0(x) ≥ 0

が成り立つための十分条件は，条件

f0(x) ≥
m∑

i=1

τifi(x), ∀x ∈ R
n,

τ1, . . . , τm ≥ 0

を満たす τ1, . . . , τmが存在することである．



補題 2.1と補題 2.2より，次の命題が直ちに得られる．

命題 2.3. 条件

f1(x) ≥ 0, . . . , fm(x) ≥ 0, fm+1(x) = 0, . . . , fm+k(x) = 0 =⇒ f0(x) ≥ 0

が成り立つための十分条件は，条件(
Q0 p0

pT
0 r0

)
�

m+k∑
i=1

τi

(
Qi pi

pT
i ri

)
, τ1, . . . , τm ≥ 0

を満たす τ1, . . . , τmが存在することである．

3 不確定性を有する線形方程式
行列K ∈ R

m×nとベクトル f ∈ R
mに対し，u ∈ R

nを変数とする線形方程式

Ku = f , (3)

を考える．本稿では，(3)においてK および f がばらつきを持つ状況を考える．特に，K,

f が非確率論的な不確定性モデルに従ってばらつくときに，解uのばらつきを評価すること
を考える．このような方程式 (3)を，不確定な線形方程式 (uncertain linear equations, ULE)

と呼ぶ．
本節では，Kおよび f の不確定性モデルを定義する．K, f の公称値 (推定値)を K̃, f̃ と

おく．未知のパラメータ ζa = (ζai) ∈ R
s, ζf = (ζfj) ∈ R

nf を用いて，Kおよび f の不確定性
を次のように表す:

K = K̃ +
s∑

i=1

a0
i ζaiKi, (4)

f = f̃ + F0ζf . (5)

ここで，Ki ∈ R
m×n (i = 1, . . . , s)は定行列であり，定数 a0

i ≥ 0はKiに関するばらつきの大
きさを表す．また，F0 ∈ R

m×nf は fj (j = 1, . . . , n)のばらつきの相対的な大きさと相関を表
す定行列であり，条件 rank(F0) = nf ≤ mを満たすように定める．次に，(4)における行列
Ki ∈ R

m×nを

Ki =
r∑

j=1

βijb
T
ij (6)

と表す．ここで，βij ∈ R
mおよび bij ∈ R

nは定ベクトルである．

例 3.1. 構造系の解析では，線形方程式 (3)に釣合式を選ぶことが普通である．このとき，K

は剛性行列と呼ばれ，Ki ∈ Snは対称な半正定値行列である．Kiの固有値を λjとおき，対
応する正規直交な固有ベクトルをφj ∈ R

nで表す．いま，r = rank(Ki)とおき，λjを大きい
順に並べると

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr > 0, λr+1 = λr+2 = · · · = λn = 0

が成り立つ．このとき，bij =
√

λjφj (j = 1, . . . , r)とおくとKi =
∑r

j=1 bijb
T
ij が得られる．

即ち，Ki ∈ Sn
+は(6)の形式で表現できる．



次に，ばらつきを表すパラメータ ζaおよび ζf の不確定性モデルとして，これらが条件

ζa ∈ Za, Za = {ζa ∈ R
s| 1 ≥ ‖ζa‖∞} , (7)

ζf ∈ Zf , Zf =
{

ζf ∈ R
nf

∣∣∣ 1 ≥ ‖Δlζf‖2, l = 1, . . . , nΔ
}

(8)

を満たしながら変動することを仮定する．ただし，Δl ∈ R
ml×nf

(l = 1, . . . , nΔ)は定行列で
あり，Zfが有界であるように選ぶ．(4)–(8)をまとめると，Kおよび f が取り得る値の集合
K, F は次のように書ける:

K =

{
K ∈ R

m×n

∣∣∣∣∣ K = K̃ +
s∑

i=1

a0
i ζai

r∑
j=1

βijb
T
ij, ζa ∈ Za

}
, (9)

F =
{

f ∈ R
m

∣∣∣ f = f̃ + F0ζf , ζf ∈ Zf

}
. (10)

K, F をK, f の不確定性集合 (uncertainty set)と呼ぶ．線形方程式 (3)の不確定性は

Ku = f , (K, f) ∈ K × F (11)

と表せる．さらに，(11)の解u全体の集合 U は

U = {u ∈ R
n| ∃(K, f) ∈ K × F , Ku = f} (12)

と書ける．以下では，U が有界であることを仮定する．
例 3.2. ULE (11)に対する区間解析では，通常，f の各成分の不確定性が互いに独立な区間
で表されると仮定する [1, 19]．即ち，f の不確定性集合F が

F =
{

f ∈ R
m

∣∣∣ fj ∈
[
f̃j − f 0

j , f̃j + f0
j

]
, j = 1, . . . ,m

}
(13)

の形で記述できることを仮定する．不確定性を有する構造系の解析においても，外力f の不
確定性モデルを(13)でモデル化することは多い [11, 18]．以下では，本稿で仮定するfの不確
定性モデル(8), (10)が(13)を特別な場合として含むことを示す．まず，(8)においてnΔ = m,

m1 = · · · = mn = 1とおき，Δl をΔl = (e
(m)
l )Tで定義する．ただし，e

(m)
l はm × m単位行

列の第 l列ベクトルを表す．このとき，(8)で定義するZf はZf = {ζf ∈ R
m| 1 ≥ ‖ζf‖∞}と

書ける．次に，(10)において定ベクトル f 0 ∈ R
mを定め，F0 = Diag(f 0)とおく．以上によ

り，(8), (10)は(13)に帰着する．

例 3.3. 例 3.2と同様に，ULE (11)に対する区間解析では，Kの各成分が互いに独立な区間
で表されると仮定することが多い [1, 10]．即ち，Kが

K ∈ {
K = (Kpq) ∈ R

m×n
∣∣Kpq ≤ Kpq ≤ Kpq (p = 1, . . . ,m; q = 1, . . . , n)

}
(14)

を満たしながらばらつくと仮定する．集合Z int
a , Kintを次のように定義する:

Z int
a =

{
Z = (Zpq) ∈ R

m×n | 1 ≥ |Zpq| (p = 1, . . . ,m; q = 1, . . . , n)
}

, (15)

Kint =

{
K ∈ R

m×n

∣∣∣∣∣ K = K̃ +
m∑

p=1

n∑
q=1

a0
pqZpqe

(m)
p (e(n)

q )T, ζa ∈ Z int
a

}
. (16)



行列 Z ∈ R
m×nを適当に並べ替えてベクトル ζa ∈ R

mnを作ることで，(15), (16)はそれぞ
れ(7), (9)の形式に書き直すことができる．ただし，s = mn, r = 1である．ところでKintは

Kint =
{

K = (Kpq) ∈ R
m×n

∣∣∣ K̃pq − a0
pq ≤ Kpq ≤ K̃pq + a0

pq (p = 1, . . . ,m; q = 1, . . . , n)
}

と書き直せるが，これは(14)と本質的に同じ不確定性集合である．

例 3.2と例 3.3より，本稿で扱う不確定性モデル(7)–(10)は，通常の区間解析で用いられ
る不確定性モデルを特別な場合として含む，より一般的なモデルであることが分かる．

4 近似楕円体

4.1 楕円体

μ次元空間において，中心が ẑ ∈ R
μの楕円体は

E =
{
z ∈ R

μ
∣∣ z = ẑ + Dy, 1 ≥ ‖y‖2, y ∈ R

t
}

(17)

と表される．ここで，D ∈ R
μ×tは rank(D) = t ≤ μを満たす定行列であり，楕円体の形状

行列 (shape matrix)と呼ばれる．P = DDT ∈ Sμとおくと，(17)は

E(P, ẑ) =

{
z ∈ R

μ

∣∣∣∣∣
(

P (z − ẑ)

(z − ẑ)T 1

)
� O

}
(18)

と書き直すことができる．ここで P は半正定値であり，tr(P )は楕円体の主軸の長さの 2乗
の和に等しい．以下では，tr(P )を楕円(18)の大きさの指標として用いる．

4.2 解集合を近似する楕円体

定行列G ∈ R
n×μに対し，集合 UG ⊆ R

μを

UG =
{

GTu
∣∣ u ∈ U}

(19)

で定義する．つまり，UGはuがULE (11)の解であるときのGTu全ての集合である．構造
系の解析では，GTuは構造系の応答量 (節点変位や応力)を表す．
集合 UGに対し，条件

UG ⊆ E(P, û) (20)

を満たす μ次元空間内の楕円体 E(P, û)を考える．(20)を満たす楕円体は，構造系の応答量
GTuのばらつき全体を含むため，UGの安全側の (保守的な)近似と考えられる．
条件(20)を満たす楕円体のうちで最小のものは，UG を精度良く近似する楕円体であると

考えられる．楕円体の大きさの指標に tr(P )を用いると，UGの保守的な近似楕円体を求める
問題は，P ∈ Sμ, û ∈ R

μを変数として

min {tr(P ) : UG ⊆ E(P, û)} (21)



と定式化できる．
問題 (21)の特別な場合として，Kおよび f の不確定性が例 3.2, 例 3.3のように与えら

れた場合を考える．μ = 1としてG = e
(n)
i と選ぶと，問題 (21)は(11)の解の成分 ui が存在

し得る区間を求める問題に相当する．この問題は，NP困難であることが知られている [24]．
従って，問題 (21)の大域的最適解を求めることは，一般に困難である．そこで次節では，問
題 (21)を解きやすい問題で近似することを考える．特に，条件(20)を必ず満たす楕円体を
最適解に持つような SDP 問題を定式化する．

5 安全側の境界を与える半正定値計画問題
行列Ψjおよびベクトル qjを

Ψj =
(
β1j, . . . , βsj

)
∈ R

m×s, qj = (qij) ∈ R
s, j = 1, . . . , r

で定義する．行列F0の左零空間をN (FT
0 )と書き，N (FT

0 )の基底を並べてできる行列を (FT
0 )⊥

で表す．また，F0の擬逆行列 (Moore–Penrose pseudo-inverse)を F †
0 ∈ R

nf×nで表す．以下
ではまず，ULE (11)をより扱い易い形式に書き直すことを考える．

命題 5.1. 条件u ∈ U が成り立つための必要十分条件は，条件[
(FT

0 )⊥
]T

[
K̃u +

r∑
j=1

Ψjqj − f̃
]

= 0, (22)

F †
0

[
K̃u +

r∑
j=1

Ψjqj − f̃
]

= ζf , ζf ∈ Zf , (23)

qij = ζaia
0
i b

T
iju, j = 1, . . . , r; i = 1, . . . ,m, ζa ∈ Za (24)

を満たす qj ∈ R
s (j = 1, . . . , r)が存在することである．

命題 5.1は，ULE (11)が条件(22)–(24)と等価であることを主張している．(11)と比較す
ると，(22)–(24)では不確定パラメータ ζf , ζaが等式の右辺にのみ現れることが特徴である．
次に，ζf , ζaを消去し，(22)–(24)を 2次不等式で表現することを考える．このためには，

次の事実を用いる．

補題 5.2.

(i) A ∈ R
m×nを定行列，b ∈ R

mを定ベクトルとする．x ∈ R
nがAx = bを満たすための

必要十分条件は，2次不等式 ‖Ax − b‖2
2 ≤ 0が成り立つことである．

(ii) 条件 ζf ∈ Zf は，2次不等式系 1 − ‖Δlζf‖2
2 ≥ 0 (l = 1, . . . , nΔ)と等価である．

(iii) y = (yi) ∈ R
r, z = (zi) ∈ R

r (r ≥ 2)とおく．条件

y = ζz, 1 ≥ |ζ| (25)

を満たす ζ ∈ Rが存在するための必要十分条件は，y, zが条件

‖y‖2 ≤ ‖z‖2, yizi+1 = yi+1zi, i = 1, . . . , r − 1

を満たすことである．



(iv) r = 1のとき，(iii)の条件(25)を満たす ζ ∈ Rが存在するための必要十分条件は，y, z

が 2次不等式 y2 ≤ z2を満たすことである．

条件(22)–(24)において，まず(22)および(23)は，補題 5.2 (i)および (ii)を用いることで，
2次不等式系に帰着できる．また，(24)は補題 5.2 (iii)または (iv) を用いることで，2次不
等式と 2次の等式に帰着できる．以上をまとめると，次の結果が得られる．

命題 5.3. n̂ = sr + n, ξ = (q1, . . . , qr,u, 1) ∈ R
bn+1とおく．(22)–(24)を満たす ζf , ζaが存

在するための必要十分条件は，ξに関する有限個の 2次不等式に帰着できる．即ち，定行列
Ωl ∈ Sbn+1, Θij ∈ Sbn+1を用いて

ξTΩlξ ≥ 0, l = 1, . . . , nΔ + s + 1, (26)

ξTΘijξ = 0, j = 1, . . . , r − 1; i = 1, . . . , s (27)

の形式に帰着できる (Ωl, Θijの具体的な定義は [15]を参照)．

次に，問題 (21)の制約条件(20)について考える．w = (wl) ∈ R
nΔ+s+1, S = (Sij) ∈

R
s×(r−1)とおき，Y : R

nΔ+s+1 × R
s×(r−1) → Sbn+1を

Y (w, S) =
nΔ+s+1∑

l=1

wlΩl +
s∑

i=1

r−1∑
j=1

SijΘij (28)

で定義する．さらに，Schur complementに関する次の補題を準備する．

補題 5.4 ([9, pp.28]). 行列 P ∈ Sn, Q ∈ Sm, A ∈ R
m×nに対し，対称行列Xを

X =

(
P AT

A Q

)

で定義する．このとき，X � Oが成り立つための必要十分条件は，条件

P � O, Q − AP †AT � O, (I − P †P )AT = O

が成り立つことである．

S-lemma (命題 2.3)と補題 5.4を用いることで，条件(20)の十分条件が得られる．

命題 5.5. 条件(20) が成り立つための十分条件は，条件⎛⎜⎜⎜⎜⎝
P

(
O GT −û

)⎛⎜⎝ O

G

−ûT

⎞⎟⎠ Diag(0,0, 1) − Y (w, S)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ � O, (29)

w ≥ 0 (30)

を満たすw, Sが存在することである．



証明. 簡単のため Ĝ =
(
O GT −û

)T ∈ R
(bn+1)×μ とおくと，

ĜTξ = GTu − û (31)

が成り立つ．(18), (31)より，楕円体 E(P, û)が点GTuを含むための必要十分条件は，条件(
P ĜTξ

ξTĜ 1

)
� O (32)

が成り立つことである．補題 5.4より，(32)は次の条件に等価である:

1 − (ĜTξ)P †(ĜTξ) ≥ 0, (33)

P � O, (34)

(I − P †P )ĜTξ = 0. (35)

一方，楕円体 E(P, û)が線形空間 {GTu |u ∈ R
n}に存在するための必要十分条件は，P が

(I − P †P )ĜT = O (36)

を満たすことであることが知られている．(36)が満たされれば，(35)は成り立つ．このこと
と命題 5.3より，(34)を満たす楕円体 E(P, û)が

UG ⊆ E(P, û) ⊆ {
GTu |u ∈ R

n
}

を満たすための必要十分条件は，(36)が成り立ち，かつ(26), (27)を満たす任意の ξに対し
て(33)が成り立つことである．ここで，(33)は

ξT
[
Diag(0,0, 1) − ĜP †ĜT

]
ξ ≥ 0

と書き直せることに注意する．命題 2.3を用いると，(26)–(27)を見たす任意のξに対して(33)

が成立するための十分条件は，条件[
Diag(0,0, 1) − ĜP †ĜT

]
� Y (w, S), (37)

w ≥ 0 (38)

を満たすw, Sが存在することである．さらに補題 5.4より，条件(34), (36), (37)は条件(29)

に等価である．

命題 5.5は，楕円 E(P, û)が集合UGの安全側の近似であるための十分条件を与えている．
そこで，UGを含み，かつ UGをできるだけ精度良く近似する楕円体は，問題 (21)の代わり
に次の問題を解くことで得られる:

min tr(P )

s.t.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
P

(
O GT −û

)⎛⎜⎝ O

G

−ûT

⎞⎟⎠ Diag(0,0, 1) − Y (w, S)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ � O,

w ≥ 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(39)
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図 1: 5層平面骨組.

ここで，変数はP ∈ Sμ, û ∈ R
μ, w ∈ R

nΔ+s+1, S ∈ R
s×(r−1)である．定義(28)より Y (w, S)

は線形関数であるから，問題 (39)は SDPである．実際，問題 (39)は等式標準形 (2)に帰着
することができる．

6 例題
不確定性を有する構造系を考え，提案手法を用いることで，構造物の応答の近似楕円体を

求める．以下では，主双対内点法の実装であるSeDuMi Ver. 1.05 [26]を用いてSDP問題 (39)

を解く．数値実験には，Pentium M (1.5 GHz: 1GBメモリ)およびMATLAB Ver. 6.5.1 [28]

を用いる．
図 1に示す，2次元平面上のブレース付き骨組を考える．この骨組は，10本の柱，5本の

梁，10本のブレース (斜材)で構成されている．柱および梁は梁要素としてモデル化し，ブ



表 1: 外力 f̃ の公称値.

節点 f̃j (kN)
x方向 y方向

(b) 150.0 0
(c) 200.0 0
(d) 250.0 0
(e) 300.0 0
(f) 350.0 −1000.0
(l) 0 −1000.0

表 2: 外力の不確定性モデル(8)の係数f 0.

節点 f0
j (kN)

x方向 y方向
(b), (h) 16.0 32.0
(c), (i) 32.0 32.0
(d), (j) 48.0 32.0
(e), (k) 64.0 32.0
(f), (l) 80.0 32.0

レースはトラス要素としてモデル化する．梁要素の数を nb, トラス要素の数を ntとおくと，
図 1の骨組では nb = 15, nt = 10である．節点 (a), (g)は固定されており，変位の自由度の
総数は nd = 30である．
以下では，梁，柱，ブレースの剛性 (ヤング率)と外力の双方が不確定であることを仮定

する．骨組の釣合式は，m = n = ndとおくと，ULE (11)の形式で表される．ここで，Kは
剛性行列，uは節点変位ベクトル，f は外力ベクトルに対応する．第 i部材のヤング率を ai

で表すと，骨組の剛性行列は

K =
nb∑
i=1

aiK
b
i +

nb+nt∑
i=nb+1

aiK
t
i (40)

と書ける．ただし，aiK
b
i および aiK

t
i は梁要素およびトラス要素に関する要素剛性行列であ

り，ともに半正定値対称行列である．いま，トラス要素については rank(Kb
i ) = 1，平面内の

梁要素については rank(Kt
i ) = 3であることが知られている．従って，(40)は定ベクトル bij

を用いて

K =
nb∑
i=1

ai

3∑
j=1

bijb
T
ij +

nb+nt∑
i=nb+1

aibi1b
T
i1 (41)

と表すことができる．各部材のヤング率 aiの不確定性を

ai = ãi + a0
i , 1 ≥ |ζai| (42)

とモデル化すると，(41)で定義される剛性行列Kの不確定性集合Kは(9)の形式で表される．
ここで s = nb + ntであり，梁要素に対しては r = 3, トラス要素に対しては r = 1である．
梁の断面積および断面 2次モーメントを 60.0 cm2, 500.0 cm4とする．また，柱の断面積

および断面 2次モーメントを 40.0 cm2, 213.3 cm4とする．ブレースの断面積を 8.0 cm2とす
る．(42)において，各部材のヤング率の公称値を ãi = 200.0 GPa, 不確定性の大きさを表す
係数を a0

i = 20.0 GPaとおく．
外力の公称値 f̃ として，節点 (b)–(f)および (l)に対して表 1に示す荷重を作用させる．

節点 (b)–(f), (h)–(l)に不確定な荷重が付加的に作用することを考える．不確定な荷重のばら
つく範囲は，図 1 (ii)に点線で示す楕円とする．また，楕円の主軸は x軸および y軸に平行
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図 2: 節点変位の近似楕円体とランダム生成結果 (cm).

であり，各節点どうしで荷重の不確定性に相関はないものとする．このような不確定性モデ
ルは，Δlを適当に選ぶことで，(8)の形式で記述できる．ここで，F0の非ゼロ成分を表 2に
示す．
着目する応答量として，各節点 (b)–(f), (h)–(l)の xおよび y方向の変位を選ぶ．ここで，

節点の回転角のばらつきは評価しない．μ = 2とおき，節点変位を含む 2次元平面内の楕円
を得ることを考える．SDP問題 (39)を解いて得られた楕円を図 2に示す．節点が 10個ある
ため，図 2は 10個の SDP問題を解いて得られた結果である．1個の SDP問題を解くのに要
した時間の平均は 7.89秒である．次に，結果を検証するため，(7), (8)を満たす ζa, ζfをラ
ンダムに生成したときの対応する節点変位を図 2に点で示す．図 2より，得られた楕円はラ
ンダムに生成された節点変位を全て含み，そのばらつきを精度良く近似していることが分か
る．また，楕円体を用いることで，節点変位のばらつきの特徴が直観的に捉えられることが
分かる．
同様に，μ = 1とおき，xおよび y方向の節点変位を含むような区間を求める．従って，

10個の節点に対して 20個の SDP問題を解く．得られた区間およびランダムに生成した節点
変位を図 3に示す．図 3より，得られた区間は節点変位の安全側の近似であり，かつ節点変
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図 3: 節点変位の近似区間とランダム生成結果 (cm).

位のばらつきを精度良く近似していることが分かる．

7 結論
本稿では，不確定な線形方程式の解集合を含む楕円体を，半正定値計画法を用いて求め

る手法を提案した．線形弾性理論における構造系の不確定性をモデル化するために，釣合式
の係数行列および右辺ベクトルに対して，非確率論的な不確定性モデルを導入した．現実の
構造物は，施工誤差，剛性の同定の誤差や外乱の予測の限界など，種々の不確定な要因を含
むため，構造物の応答のばらつきを精度良く予測することは極めて重要である．
不確定な線形方程式の解集合を含む最小の楕円体を求める問題を定式化し，S-lemmaを

用いることで，この問題の制約に対する十分条件を導いた．得られた十分条件を用いること
で，最小の楕円体を安全側に近似する半正定値計画問題を定式化した．平面骨組に対する数
値実験を通じて，提案手法により近似楕円体が効率よく得られることを示した．
半正定値計画問題を解いて得られる楕円体が，条件を満たす最小の楕円体をどの程度よ

く近似するのか，理論的には明らかではない．しかし，構造系に対する数値実験では，応答



量のばらつきを十分に精度良く近似する楕円体が得られている．半正定値計画問題を導く際
に中心的な役割をしたS-lemmaは，制御の分野では比較的古くから知られている [9, 22]．近
年，構造物のロバスト最適設計 [14]やロバスト性解析 [13]などにも S-lemmaが応用され，
半正定値計画法を用いた解法が提案されている．
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