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概 要

ハイブリッドダイナミカルシステムとは離散変数と連続変数が混在したダイナミカル
システムのことをいう．近年，制御工学の分野で，このようなシステムに対するモデリ
ング，解析，制御系設計に関する研究が活発になされている．解析や制御問題の多くは
一般に混合整数計画問題に帰着されるが，実用化にあたり課題は多い．本稿では，ハイ
ブリッドダイナミカルシステムの制御に関する基本的な考え方を概説した後，制御にお
いて混合整数計画問題を解く際の課題について整理する．また，これらの課題に対する
筆者らの試みについても紹介する．

ハイブリッドダイナミカルシステム ，混合整
数計画問題 ，モデル予測制御

可制御性問題

はじめに
ハイブリッドダイナミカルシステム（以下，略してハイブリッドシステムと呼ぶ）とは，

離散ダイナミクスと連続ダイナミクスが混在したシステムのことである．離散変数と連続変
数が混在したシステム，あるいは，より踏み込んで，事象駆動システムと時間駆動システム
が混在したシステムなどと説明されることもある．「ハイブリッドシステム」という用語およ
び概念は新しいものではなく， 年に が既に用いている．ところが，そ
れ以降の 数年間は研究の進展はなく， 年代に入り，それまで離散事象システムを研
究してきたコンピュータ科学分野の研究者が，実世界とのインターラクティブを有する，す
なわち外界からの連続信号を含む離散事象システム（リアクティブシステム）や，時間の概
念を取り入れた時間付きオートマタなどの検証問題を研究し始めたのを契機に，そして，そ
れと同調するようにシステム制御分野でも，ロバスト制御の隆盛を横目に，新たなシステム
論のブレイクスルーとして，ハイブリッドシステムのモデリングや制御に興味を抱くように
なって生まれた新しい学問である． 年頃を境に非常に多くのジャーナルで特集が組ま
れ，多くの研究者が精力的に研究するようになり，現在では，システム制御分野において欠
かすことのできない研究テーマの一つになっている．
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図 ハイブリッドシステムのイメージ

本稿では，こうしたハイブリッドシステムに関する研究について，特に制御問題を中心
に解説する．ハイブリッドシステムのモデルについて簡単に説明した後，その制御問題が混
合整数計画問題に帰着されることを紹介し，制御において現われる混合整数計画問題を解く
際の課題を整理する．また，それらの課題に対して，筆者らが近年挑んでいるアプローチを
具体的に紹介し，今後の方向性について言及する．

ハイブリッドダイナミカルシステム

ハイブリッドシステムのイメージ

ハイブリッドシステムとは，図 に示すように，オートマトンの各ノードに常微分方程
式を割り当てたものであると考えると理解しやすい．オートマトンによって離散ダイナミク
ス（モード１ならばモード２に遷移できるといったようにモード遷移に記憶を要するのでダ
イナミクスである）を表現し，各ノードに割り当てられた常微分方程式によって連続ダイナ
ミクスを表現している．離散ダイナミクスの状態を離散状態（モード），連続ダイナミクス
の状態を連続状態と呼ぶ．車のマニュアルシフトのように外的要因により，あるいは，温度
や位置などの連続状態があるしきい値を超えるなどの内的要因によりモードが切り替わり，
それに伴い，常微分方程式が切り替わったり，あるいは，その解がジャンプしたりする．
連続ダイナミクスは，力学系の運動方程式や化学反応式などに相当する．一方，離散ダ

イナミクスは，不連続な物理現象により生じるもの（物理的離散事象）とコンピュータプロ
グラムなどにより実現される論理によるもの（論理的離散事象）の 種類がある．物理的離
散事象を含むシステムとして，例えば，ロボットの 足歩行やハンドによる物体操りが挙げ
られる．歩行では， 本足と 本足の立位相が交互に切り替わり，さらに 本足から 本足へ
の遷移の際に足裏の速度が瞬時に０になるので，解のジャンプ現象が生じる．これを図 の
ように表現するのは容易であろう．論理的離散事象を含むシステムは，コンピュータプログ
ラムによって実現される論理が実システムと混在している状況において見られる．例えば，
化学プラントにおける反応炉を想像してみよう．立ち上げモード，定常モード，緊急モード
など様々なモードが存在し，それらによりオートマトン（論理的関係）が構成され，一方，
各モードごとに，液体注入用のバルブが開閉したり，あるいはヒーターが したり
することによって微分方程式も切り替わる．さらに制御入力としては，タンクへの液量のよ
うな連続値だけでなく，ヒーターなどの スイッチのような離散値も考えられうる．



センサ出力も同様に，タンクの水位や温度などの連続値だけでなく，温度などを
のようにシンボル（離散値）として表現する場合も考えられる．

このように，不連続な物理現象やコンピュータによる論理を含む実システムは，自動車，
航空機，ロボットなどの機械システム，電気機器，鉄鋼や化学プラント，通信ネットワーク，
生体ネットワークなど身近に多数存在する．このようなシステムの制御系設計では，これま
では，システムを局所的に捉え，連続か離散のどちらかの観点のみに注目し，他方は無視す
るか，あるいは直感や経験に基づいてヒューリスティックに設計してきたのが現状である．連
続と離散が混在した系として如何に適切にモデリングするか？，如何に解析するか？，そし
て如何に最適な制御系を設計するか？が研究課題である．しかしながら，このような課題が
現段階で完全に解かれているわけではない．ハイブリッドシステムの理論は，その核が漸く
見え始めてきた段階と言って良いであろう．詳細は文献 などを参照されたい．

ハイブリッドシステムのモデル

一般的なハイブリッドシステムモデルは

で与えられる ．ここで， は連続時間， は，有限集合 の直積上に定義され
た離散状態（モード）， は連続状態， は制御入力で， は
出力である．また， ， ， ， は， から，それぞれ ， ， ，
への写像である． の組で，単に「状態」，もしくは「ハイブリッド状態」などと呼ば
れ， の要素数は「モード数」と呼ばれる．

式において，第 式は， ごとに通常の常微分方程式であり，連続ダイナミク
スを表す．また，第 式は離散状態の遷移（モードの切換え）を表す．ここで は時刻 で
モードが切換わる直前を意味し， などと定義する．第 式は，例えば，

と によって定義される ルール

が挙げられる．第 式は連続状態の不連続変化（状態のジャンプ）を定義し，第 式は出力
方程式である．ここで，モードの切換えと状態のジャンプは．連続状態 によるものと入力
によるものに区別される．前者は，それぞれ「自律切換え 」，「自律
ジャンプ 」と呼ばれ，後者は「制御切換え 」，「制
御ジャンプ 」と呼ばれる．なお， 式に対応する離散時間モデルも同様
に定義され，その場合，第 式を差分方程式に置き換えるなどすればよい．
より具体化したモデルとしては，区分的アファイン 動的 システム

，混合論理動的システム ，相補性 動的 シ
ステム などが挙げられる．以下では，区分的アファインシ



ステム（以下， システムという）と混合論理動的システム（以下， システムとい
う）について簡単に紹介する．
下記の離散時間 システムは，ハイブリッドシステムモデルの中で最も標準的であ

りこれに対して様々な研究がなされている．

ここで， は離散時間， と はそれぞれ連続状態と離散状態（モー
ド）であり， は連続入力， はモード を割り当てる集合である．な
お， は連続状態 に関して与えられるのが一般的である． の値によってモード
が切り変わり，従って連続ダイナミクスも切り替わる．なお，出力方程式は必要に応じて
表記することにする．
一方，離散時間 システムは

で与えられる．ここで， は状態 は入力，
はそれぞれ連続値と離散値の補助変数である．不等式 は 本，すなわち

， であり， は要素ごとの大小関係を表す．補
助変数 と は，混合整数不等式 において と が与えられたら一意に定まるとする．
すなわち，そもそも， と は と の（論理条件などから決まる）非線形関数の値として

で与えられているものであり，この関数を混合整数不等式で表現していると
解釈できる．このシステム表現の特徴は，等式も不等式も（バイナリ変数であることを除け
ば）すべて線形の形式で表現されていることにある．下記の簡単な例でこの表現方法を説明
する．

例 有界閉集合 上で定義されたモード数 の離散時間 システム

を システムとして表現する．ただし， ， ， ，
とする．

補助変数 を

とおくと， 式はつぎのように表現できる．

そこで の変数変換，および 式を を含む不等式で表現することによっ
て， 式と 式は，つぎの近似的に等価な表現に変換できる．



ここで， は近似の度合いを表す十分小さな正数である．また， ，
， ， である． 式の第 式は 式を任意の

精度で近似している．第 ，式は， の等価表現である．これを 式の形
式で表したものが， 式の システム表現となる． □

システムは，このようなモードの切換えだけでなく，解のジャンプ現象や離散値
入力の場合なども同様に記述できる．また，数理計画分野で良く知られているように，命題
論理を 変数の線形型の不等式で表現することによって システムに組み込める ．

システムの様々な表現例は，文献 などを参考にされたい．

混合論理動的システムのモデル予測制御と混合整数計画問題
本節では， システム表現に基づく制御手法としてモデル予測制御手法を概説する．

また，この制御手法において現れる混合整数計画問題の特徴を整理し，研究課題について述
べる．

モデル予測制御

システム において

とおくと

と表現できる．これは や に離散値が含まれるが，形式上は拘束線形システムと呼ばれる
動的システムと同じである．したがって，拘束線形システムに対する有効な制御系設計法の
一つであるモデル予測制御手法が以下に示すように， システムに対しても適用できる
．
議論を簡単にするため，原点を目標値とし，評価関数の終端条件を省略した，つぎの最

適制御問題を考える．

問題 有限時間最適制御問題 現在時刻 での状態 におけるシステム に
対して，評価関数

を最小にする入力 を求めよ．ただし， （半正定）
（正定）であり， は予測ステップ数と呼ばれる．
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図 モデル予測制御 は各区間での最適解， は最適軌道を示す

評価関数 の第 項は状態 の過渡的な振る舞いに相当する量を，第 項は入力 のエ
ネルギを表す．
このとき，モデル予測制御とは，図 に示すように，状態に依存して毎時刻ごとに最適

化を行う逐次最適化手法である．具体的には， を最小にする入力 を最適入力列と呼ぶも
のとすると，この最適入力列 のうち， のみを現在時
刻 において制御対象に印加し，つぎに，それにより得られたつぎの時刻 の状態

に対して，上記の問題において を と置き換えた問題を考え，同様に，最適
入力列の ステップ分の入力のみ印加する，といったように繰り返す手法である．
このように，モデル予測制御を適用するには，上記の有限時間最適制御問題を解けばよ

い．この問題は，式 の漸化式を解く，すなわち を現在状態 と
入力列 で表現することによって，つぎの混合整数 次計画問題
問題と略す に帰着される．

ここで入力集合 は であり

である．また は適当な次元の行列である．
この問題は の値によっては可解でなくなる可能性もあり得る．常に可解であること

は，ある種の可制御性問題を予め解くことによって確かめられる．これに関しては次節で扱
う．また，評価関数を２次形式でなく，１次形式で与え，混合整数線形計画問題に帰着する
場合も同様である．



リアルタイム最適化

モデル予測制御問題の特徴は，現在時刻 において，動的システムに基づいて状態
が与えられたとき，上記の 問題 をリアルタイムで解くことにある．リアルタイム
性の要求度は制御対象である動的システムの応答の速さに依存して決まるが，一般に，制御
入力の更新は，機械システムの場合で数ミリ秒～数百ミリ程度，プロセスの場合で数分～数
時間が要求される．一方， 問題 の入力集合 の次元は，連続変数が ，
離散変数が となり，大雑把には，連続値入力数 と補助変数 の次元 の
和を 以下，離散値入力数 と補助変数 の次元 の和も 以下とすると，連続変数，
離散変数の数は，それぞれ予測ステップ数 のオーダーもしくは， の 倍程度になる．一
般には， は数十程度（大きいほど制御性能は良くなるが）あればよいので，全体の変数の
数は連続変数，離散変数それぞれ数百程度と大雑把には見積もれる．
例えば，例 の モードの 次元 システムに対する制御では，連続変数は ，

バイナリ変数は となり， 社の ソルバ（ メモリ ）で
で平均 秒， で平均 秒を要し，機械システムの場合には，数十程度の変

数を含む極小規模なシステムの制御問題にしか適用できない，というのが現状である．
一方，制御分野では， 年頃より，オフラインで 式の最適解 を の関数と

して陽に求めておき，オンラインでは，求めておいた関数の値を計算することで制御入力を
生成するアプローチも精力的に行われてきた ．すなわち， をパラメータとして
扱い，この関数として最適解を求めるマルチパラメトリック 問題の解法が
提案され，ソルバてきている．しかしながら，容易に予想できるように解構造の複雑さから，
一般には，オンラインで解く場合よりもさらに小規模の問題しか解けていないのが現状で
ある．
まとめると，ハイブリッドシステムの最適制御問題に生じる 問題の特徴は

数百程度以下の変数を含む小・中規模程度の問題
計算時間は，機械システムの場合で数ミリ～数百ミリ秒，プロセス系の場合で数分～
数時間以内
毎時刻状態 がダイナミクスに依存して変化する問題
予測ステップ数 が計算量に大きく依存する

である．これらの特徴を考慮して，より効率のよい 問題の解法を見つけることが大き
な課題である．
例えば， はあるダイナミクスに依存して変化するので，その特徴を活かした解法が

考えられる．離散変数がない場合，すなわち 式において の場合を考え
る．この場合， 問題は単に 問題になるのでモデル予測制御の解は， 条件より
得られるラグランジュ定数 を用いて （ は問題から定まる）
の形式で与えられる．これより，制御対象 と上記の制御入力の閉ループ系は，制御分野
では線形相補性システムと呼ばれる，つぎのシステムで与えられる．



図 有限オートマトンの例

ここで は予め与えられる行列である．このシステムの解を追跡するには，毎
時刻，相補性条件を満たす を求める必要がある．この際， の変化分をもとに
を追跡する方法（連続変形法など）が考えられるが ， 問題の場合は離散値を含む
ため，直接適用することは難しいように思われる．
近次解を求めることもアプローチの一つである．例えば，制約された時間内の暫定解を

使用することが考えられる．あるいは， に依存することを考慮して，入力変数を適当な時
間区間で一定値となる制約条件を加えることで，実際に求めるべき入力変数の数を減らす方
法が考えられている（入力ブロッキング法）．いずれにせよ，これらの場合には，近似精度
に関して実用レベルの，何らかの理論的な保証が求められるが，筆者の知る限り，未解決の
ままである．

２つの試み
本節では，上記の計算の困難さを緩和する別のアプローチとして，筆者らが提案してい

るオートマトンモデリングについて紹介する．また，モデル予測制御問題の可解性の解を与
える可制御性問題に対して，筆者らの確率的アプローチについて簡単に紹介する．

モデリングからのアプローチ

有限オートマトン，すなわち離散ダイナミクスを効率よく表現することによって，
問題の解を得るまでの計算時間を短縮することができる．本節では，こうした視点から研究
を始めた有限オートマトンの表現方法について概説し，今後の課題について述べる．詳細は
文献 を参照されたい．
簡単のため，図 の有限オートマトンの例を用いて説明する．ここで，図 の各ノード

の数字はモード（離散状態）を表す．各ノードに連続値からなる離散時間線形状態方程式を
割り当てることで，システム全体はハイブリッドシステムとなるが，線形状態方程式表現と
は独立に議論できるので，ここではオートマトンのみに注目する．

変数 をノード からノード への辺に割り当て，各ノードの入出力関係を表現す
る．例えば，ノード の入出力関係は により表現で
きる．他のノードの入出力関係も同様に表現することにより，図 の有限オートマトンは離



散時間線形インプリシットシステムと呼ばれるシステム

により表現できる．ここで

であり， である．これを直接 問題の拘束条件として用いるので
はなく，さらに，ある正則行列 による線形変数変換 によって，
インプリシットシステム をつぎのように状態方程式と線形不等式に書き換える．

ここで， ， 式の不等式，初期値の条件，および か
ら自動的に となる）， であり各係数行列は

である． は自由変数であり，入力に相当する変数は 変数となることに注意さ
れたい．有限オートマトンを表す状態 は 問題の変数には現われず， 入力数
の次元 ×ステップ数が 問題の離散変数となることを考えると，有限オートマトンを
つの自由変数を用いて簡潔に表現できたと言える．この有限オートマトンの各ノードに異
なる 次の 入力線形システムを割り当てたハイブリッドシステムの場合， で 秒以
内（ メモリ： ソルバ）で解くことができる．
以上が基本的なアイデアである．ここでの研究動機は，有限オートマトンを最小数の入力

変数を有する状態方程式で系統だって表現する手法を導出することにある．もちろん，
問題の解法にも依存するため，離散変数の数と計算時間とは直接的な関係はないが，正攻法
の理論を構築することは難しいため，離散変数の数を計算量の一つの目安として捉えている．
また，与えられたオートマトンを線形形式で表現できる離散変数の最小数を理論的に解析し
たり，こうした状態方程式表現によって離散ダイナミクス自体の制御における様々な理論的
な展開も期待できる．
さて，一般にこの問題はつぎのように与えられる．

問題 エッジ数が ノード数が の有限オートマトンを表すインプリシットシス
テム

＝



が与えられているとする．ここで である．このとき，これを状
態方程式と線形不等式

に変換する正則な座標変換 を求めよ．ここで， は離散状態， は初期
状態の集合， は 変数からなる自由変数（以下では，入力変数と呼ぶ）， は初期入
力の集合， は適当なサイズの行列である．

この問題のポイントは，インプリシットシステムから状態方程式への変換において，入
力変数のバイナリ性を保存する座標変換を見つけることにある．この種の問題の場合，有
限体上で座標変換を考えることもできるが，その後，前節のモデル予測制御で論じたように

問題に帰着するため，有限体上で得られた状態方程式を実数体上に変換しなければな
らない．この変換は一般に非線形であるため，問題は簡単ではない．そこでここでは，実数
体上のまま，上記の座標変換を求めることを考える．
この座標変換は大雑把には， 　 は単位行列， は適当な行列）を満た

す置換行列 を用いて

で与えられ，適当な行列 を用いて， と表現できる．しか
し，一般には， が行フルランクでないため，さらに のバイナリ性を保存した形で
の座標変換を必要とし，実際の変換は少々複雑なのでここでは割愛する．さらにこの座標変
換を用いて得られた の自由変数（入力変数）の数は，適当な線形変換のクラスの中で最
小になることが示せる．詳細は文献 を参照されたい．

可制御性問題における確率的アプローチ

モデル予測制御を適用するためには，各時刻 で定まる に対して 問題が可
解でなければならない．しかし は入力が定まらないと決まらないため，適当な有界閉
集合 を予め設定し，すべての に対して 問題の可解性をオフラインで調
べておくことを考える．この可解性問題は可制御性問題（入力の存在性判別問題）に含まれ
る．具体的には，つぎのように与えられる ．

問題 可制御性判別問題 状態空間 上で定義された システム
とする に対し，終端時刻 と，初期時刻 ，終端時刻 の連
続状態集合 が任意に与えられているものとする．このとき，すべての
おのおのの に対し， ， を満たす入力列

が存在するかを判別せよ．ここで， は凸多
面体とする．



この問題の難しさは，任意の に対して可制御性判別をしなければならないこ
とにあり，確定的な手法では膨大な計算量を要するため，極小規模の問題しか解けない．そ
こで，筆者らは，この問題に対して，モンテカルロ法と射影法を用いた確率的なアプローチ
を提案した ．以下ではその概要を述べる．
上記の問題は，結局，可制御状態集合（終端状態条件や入力条件を満たす入力が存在す

る初期状態の集合）を求める問題に置き換えることができる．そこで，連続状態 の次元
を ，離散状態の次元（モード数）を ，入力 の次元を とおく．さらに，モード列を

とおくと，モード列 に依存した適当な行列
によって，可制御状態集合 は，大雑把には

と表現できる．ここで はモード列を に固定した際の可制御状態集合を表し，すべての
に対する の和集合が可制御状態集合 となる．このとき， ならば 上で可
制御であると判定できる．
さて，モード列 を固定した際の可制御状態集合 は，集合

の 上への射影であると言い換えることができる．これより，射影アルゴリズムとして
法 法 法などが適用でき

るが，いずれの方法も計算量は ， に関して指数的に増大する．そこで，文献
では，射影空間 上での包 に基づくアルゴリズムを構築することによって，
に関しては多項式時間の射影アルゴリズムを提案している．しかしながら， に関しては指
数時間オーダとなる．
こうして，上記の射影アルゴリズムにより， サンプルした に対して求めた可制御

状態集合 の和が と一致するならば「可制御である」と判定できる．一方，適当に与え
た正数 に対して より大きな整数 の サンプル に対して，
の和が と一致しないならば，

初期状態 からの解が入力によって原点に
到達することができるモード列の集合

の意味で不可制御であると判定できる．すなわち が十分に小さいならば，ある を原
点に到達させるモード列がほとんどないと判定できる．ここで，サンプル数 は終端時刻
やシステムの次元 には依存せず， と の多項式関数で抑えられる点に注意されたい．こ
うして全体として， 以外の などに関して多項式時間アルゴリズムとなっている．この
アルゴリズムをここでは アルゴリズム（ ）と呼ぶ．
同様に，初期状態 を サンプルし，与えられた に対して，ある

問題を解いて に対する可制御性を判別することができる．これにより，ある で相
当する 問題が可解でないならば，不可制御であると判定できる．一方，適当に与えた
正数 に対して より大きな整数 の サンプルのいずれに対して
も可解であるならば



表 ３つのアルゴリズムの関係

アルゴリズム アルゴリズム アルゴリズム
アルゴリズムのランダム変数 かつ

アルゴリズム
の解

肯定的結果 可制御である 確率的な意味で
可制御

確率的な意味で
可制御

否定的結果 確率的な意味で
不可制御 不可制御 確率的な意味で

　不可制御

最悪ケースの
計算量

について 多項式オーダ 指数オーダ 多項式オーダ
について 指数オーダ 多項式オーダ 多項式オーダ

　他の変数について 多項式オーダ 多項式オーダ 多項式オーダ

の意味で可制御であると判定できる．これを アルゴリズム（ ）
と呼ぶことにする．さらに，この２つのサンプリングを同時に実行した場合 アルゴリズ
ム も考えられる．表 に，これら つのアルゴリズムの計算量
と判定結果の関係を示す．これらは相補的な関係にあり，併用することで，確定的な解を得
ることも十分可能である．
以下に，簡単な例を示す．例えば， モード 次元 入力システムの場合で，

終端時刻が と 精度が のとき， アルゴリズ
ム， アルゴリズムともサンプル数は となる（実際には，事前処理により，この
精度のもとでそれぞれ で十分であることが示せる）． アルゴリズムの
場合は 実際には ）となる．このとき判定までに要した計算時間
を表 ，表 に示す（ メモリ： ）．

の場合でも， アルゴリズムを除いて， 時間以内で解を得ることができるのが
わかる． アルゴリズムは計算量が に関して指数オーダであるため，解けなかった．同様
に， アルゴリズムは， の値次第ではあるが， が数次元 のシステムの場合しか計
算量の観点から適用できない．このアルゴリズムは，単にモデル予測制御の可解性を解くた
めだけでなく，例えば，バイオ系の可制御状態集合を求める問題を解く際にも使える．ただ，
バイオ系の場合は一般に数十次元以上のシステムを扱う必要があり，今後はシステムの構造
を利用した射影アルゴリズムの改良などが大きな課題である．詳細は文献 を参照さ
れたい．

おわりに

本稿では，ハイブリッドシステムの制御において混合整数計画問題に関連する話題を取
り上げ，筆者らの研究を中心に，その要点と問題点を解説した．ハイブリッドシステムの制
御に関する理論はかなり整備されてきており，実用化に向けた試みも数多くなされるように
なってきている．しかしながら，上述したように，ハイブリッドシステムの最適制御を考え
る際には，混合整数計画問題をリアルタイムで解くことが実用化の上で不可欠な要請となっ
ているが，現状では満足のいく域に達していない．これには，制御問題の特殊な構造に特化
した最適化アルゴリズム等を考える必要があるのかもしれない．斬新なブレイクスルーが望
まれる．



表 確率的可制御性解析： の場合

システム例 例 例
アルゴリズム
可制御性　

計算時間
秒

最大
平均
最小

表 確率的可制御性解析： の場合

システム例 例 例
アルゴリズム
可制御性

計算時間
秒

最大
平均
最小

可制御 確率的な意味で可制御 不可制御 確率的な意味で不可制御 ？ 判定不能
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