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概要

線型計画問題，線型相補性問題，双行列ゲームなどに対して，ピボット操作に基づくア

ルゴリズムが古くから提案されているが，それらを抽象化することで凸多面体グラフの

向き付けが得られる．本講演では，そのような向き付けに対して知られていることや考

えられている問題を紹介する．
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1 はじめに

種々の問題に見られるピボット・アルゴリズム (pivoting algorithm) の多くは凸多面体の
グラフ上の局所探索と見なすことができる．特に，線型計画問題，線型相補性問題，双行列
ゲームに対しては古くからピボット・アルゴリズムが提案されて来た．線型計画問題に対す
る単体法 (simplex method) はDantzigによって提案された最古のピボット・アルゴリズムで
あり [9]，それに類するものとして，線型相補性問題に対する Lemke法 [35]，双行列ゲーム
に対するLemke-Howson法 [34] などが知られている．これらのアルゴリズムは単純で，実装
が比較的容易であり，また実用上の性能も悪くないため，よく用いられている．しかし，理
論的な観点から言うと，どれも多項式時間性を保証するものではなく，実際，Klee & Minty

[33] はDantzigの単体法によって必要とされるピボット操作の回数が不等式制約数の指数関
数になってしまう問題例を構成した．
線型計画問題に対する多項式時間ピボット・アルゴリズムが存在するかどうかは数理計

画法における大きな未解決問題である．この問題に取り組むため，ピボット操作から得られ
る凸多面体のグラフの向き付けを数理的に考察したい．そのような向き付けは古くから注目
されてはいたが，現代的な凸多面体の理論において大きな役割を果たしており，また，アル
ゴリズムに対する帰結も注目すべきところである．本稿ではこれらの結果の一部を紹介して
いきたい．
次節では，凸多面体に関する基本的な用語を導入する．第 3 節では，線型計画問題や線

型相補性問題から凸多面体のグラフの向き付けがどのように得られるか説明し，向き付けに



おけるシンクを発見することでそれらの問題を解くことができることを見る．第 4 節では，
そのような向き付けが満たす性質を考察する．第 5 節では，そのような向き付けにおいてシ
ンクを発見するためのアルゴリズムについて論じる．第 6 節ではその他の関連事項について
補足する．

2 凸多面体の用語

この節ではまず凸多面体に関する基本的な用語を導入する．凸多面体の理論の初歩につ
いては Zieglerの本 [62] を参照していただきたい．
凸多面体 (convex polytope) とは，有限個の点の凸包として表現できる集合のことであ

る．すなわち，それらの点全体を含む凸集合の中で (包含関係に関して) 極小なもののこと
である．凸集合の共通部分はまた凸集合であるから，そのような極小は唯一に定まる．凸多
面体はいくつかの閉半空間の共通部分で有界なものとしても表現でき，この 2表現の同値性
は「凸多面体についての主定理」と呼ばれることもある．すなわち，任意の凸多面体はある
行列A ∈ R

m×nとベクトル b ∈ R
m を用いて，P = {x ∈ R

n | Ax ≤ b}という形で表現でき
る．ここで，「Ax ≤ b」という記法は左辺と右辺の各成分に対して不等号「≤」が成り立つ
ことを意味している．
凸多面体 P ⊆ R

n の次元 (dimension) とは，そのアフィン包の次元である．ベクトル
a ∈ R

nと実数 b ∈ Rを用いて書かれる x ∈ R
nを変数とする不等式 a�x ≤ bが P に対する

妥当不等式 (valid inequality) であるとは，任意の z ∈ P に対して a�z ≤ bが成り立つこと
である．幾何的には，a = 0でない限り，その不等式の定める閉半空間に P が包含されるこ
とを意味し，その閉半空間の境界は超平面H = {x | a�x = b}を定める．凸多面体 P の面
(face) とは，P に対する妥当不等式 a�x ≤ bを用いて，P ∩ {x | a�x = b}と書ける集合の
ことである．凸多面体 P の面もまた凸多面体であることに注意し，また，P 自身も P の面
であり，空集合も P の面であることを補足する．凸多面体 P の面で，次元が 0のものを P

の頂点 (vertex) と呼び，次元が 1のものを P の辺 (edge) と呼ぶ．また，P の次元が nのと
き，P の面で次元が n−1のものを P のファセット (側面，facet) と呼ぶ．
凸多面体 P の面全体の族に包含関係による半順序構造を考えたものを面束 (face lattice)

と呼ぶ．2つの凸多面体 P, P ′が順序同型な面束を持つとき，それらは組合せ同値 (combi-

natorially equivalent) であると呼ばれる．凸多面体の組合せ構造とは面束の構造のことで
ある．
凸多面体 P のグラフとは，無向グラフG = (V, E)で，V は P の頂点全体から成る集合

であり，Eの辺が 2頂点 u, vを結ぶのは，P において，uと vが同一辺上にあるとき，その
ときに限る，として定義するものである．すなわち，凸多面体のグラフの頂点と辺はそのま
ま元の凸多面体の頂点と辺に対応している．

3 凸多面体グラフの向き付けと数理計画法

グラフGの向き付け (orientation)とは，その各無向辺 {u, v}を有向辺 (u, v)または (v, u)

に置き換えることで得られる有向グラフのことである．以後，凸多面体のグラフの向き付け



を主に扱っていくが，「凸多面体の向き付け」という用語で凸多面体のグラフの向き付けを表
すことにする．
有向グラフDの頂点 vがDのシンク (sink) であるとは，vに接続する有向辺が全て vを

終点とすることであり，同様に vがDのソース (source) であるとは，vに接続する有向辺が
全て vを始点とすることである．
では，凸多面体の向き付けが数理計画法において現れる様子を見てみよう．

3.1 線型計画法

線型計画問題 (linear program) とは，行列A ∈ R
m×nと 2つのベクトル b ∈ R

m, c ∈ R
n

が与えられたとき，max{c�x | Ax ≤ b, x ≥ 0}を解くx ∈ R
nを見つける最適化問題である．

この問題の実行可能領域 (feasible region) とはP = {x ∈ R
n | Ax ≤ b, x ≥ 0} であり，これ

が有界であるときは，凸多面体である．この記法を用いると上の問題はmax{c�x | x ∈ P}
と書き換えることができ，今後はこれを LP(P ,c)と表記する．以後，議論を簡略化するため，
実行可能領域は常に非空かつ有界であるとする．すなわち，最適解は必ず存在する．
実行可能領域 P を固定する．線型計画問題 LP(P ,c)におけるベクトル c ∈ R

nが「P の
任意の異なる 2頂点 x, yに対して c�x �= c�yとなる」という条件を満たすとき，このよう
な cは P に対して一般的 (generic) であると呼ばれる．ベクトル cが P に対して一般的であ
るような線型計画問題 LP(P ,c) を一般的な線型計画問題と呼ぶことにする．
一般的な線型計画問題 LP(P ,c)において，実行可能領域P のグラフの各辺 {x, y}を見る．

ここで，c�x < c�yであるとき，無向辺 {x, y}を有向辺 (x, y)に置き換え，そうでないと
き，すなわち，c�x > c�yとなるとき，その無向辺を有向辺 (y, x)に置き換えることで P

の向き付けを得ることができる．これが線型計画問題 LP(P ,c)によって誘導されるP の向き
付けであり，この向き付けのシンクが LP(P ,c)に対する (唯一の) 最適解になっている．凸
多面体 P ⊆ R

nの向き付けがLP向き付け (LP-orientation) であることを，P と組合せ同値
な多面体 P ′と P ′に対して一般的なベクトル c ∈ R

nが存在して，線型計画問題 LP(P ′,c)に
よって誘導される P ′の向き付けからその向き付けが組合せ同型写像によって得られること
と定義する．

Dantzigによって提案された線型計画問題に対する単体法 (simplex method) は単純化し
て述べると，LP(P ,c)によって誘導されるP の向き付けに沿って P の頂点を巡って行くこと
でシンク (すなわち最適解) を見つけるアルゴリズムである [9]．ここで，「向き付けに沿って」
という部分がいわゆるピボット操作に対応していて，ある頂点から向き付けに沿って次の頂
点に移るときにどの頂点を選択するかという規則がいわゆるピボット規則に対応している．

3.2 線型相補性問題

線型相補性問題 (linear complementarity problem) とは，行列M ∈ R
n×n とベクトル

q ∈ R
nが与えられたとき，w = Mz + q, w�z = 0, w ≥ 0, z ≥ 0を満たすw, z ∈ R

nを見
つける問題である．そのような解が存在するとは限らないことに注意する．



では，線型相補性問題に対するピボット操作の 1つである主ピボット操作について説明
する1．まず，LCP(M ,q)を考えたとき，各 i ∈ {1, . . . , n}に対する wiと ziを相補対 (com-

plemantary pair) と呼ぶ．条件w�z = 0とw, z ≥ 0から，任意の i ∈ {1, . . . , n}に対して
「wi = 0または zi = 0」が得られる．いま，各 iに対してwiと ziのどちらかを 0に定め，そ
う定めなかった変数を xiと書くことにする．このとき，条件w = Mz + qは q =

∑n
i=1 aixi

と書ける．ただし，ai ∈ R
nは次のように定められるベクトルである．まず，xi = wiのとき

aiは ei，すなわち，第 i単位ベクトル (単位行列 Inの第 i列ベクトル) であり，次に，xi = zi

のとき aiは−mi，すなわち，−M の第 i列ベクトルである．これは x1, . . . , xnを変数とす
る方程式系と考えることができて，この方程式系の非負解が元の LCP(M ,q)の解になること
が分かる2．

先の方程式系 q =
∑n

i=1 aixiの解が一意に定まる (すなわち，行列A = (a1, . . . , an)が正
則である) ときを考え，ベクトル A−1qを見る．もし，このベクトルの第 i成分が負であっ
たら，xiを入れ換える．すなわち，元々xi = wiであったならば xi = ziと置き直し，元々
xi = ziであったならば xi = wiと置き直すのである．それに対応させて，方程式系の aiも
置き直す．このようにして，新たな解候補を得る操作が主ピボット操作 (principal pivoting)

である3．

では，主ピボット操作に対応する凸多面体の向き付けを考えよう．上のように，各 i ∈
{1, . . . , n}に対してxi = wiまたはxi = ziの選択をして，それを固定する．このとき，I(x) ⊆
{1, . . . , n}を I(x) = {i | xi = zi}と定義する．それぞれの選択 xに対して I(x)が定まるた
め，{1, . . . , n}の部分集合どれもが I(x)として起こりうる．ここで，頂点集合を {1, . . . , n}
のべき集合として，2つの集合 I, J ⊆ {1, . . . , n}が隣接することをその対称差の要素数が 1

であることとして，無向グラフを定義する．このグラフは n次元超立方体のグラフであるこ
とが分かる．主ピボット操作によってxからx′が得られるとき，I(x)と I(x′)は隣接してい
ることを補足する．

ここで，n次元超立方体の隣接頂点 I(x)と I(x′)に対して，主ピボット操作によってxか
らx′が得られるとき，I(x)から I(x′)へ向きを付けることによって，超立方体の向き付けを
得ることを考える．しかし，このような向き付けがwell-definedである保証はない．そのた
め，向き付けが定義されるような線型相補性問題のクラスを考えることにする．これは人工
的なクラスではなくて，実用上も意味のあるクラスである．正方行列M ∈ R

n×nがP-行列
(P-matrix) であるとは，Mの全ての主小行列式 (principal minor，行添字と列添字が同一な
小行列の行列式) が正となることである．線型相補性問題 LCP(M, q)で，M が P-行列であ
り，なおかつ，qがn×2n行列 (I | −M)のどのn−1個の行の線型結合としても表せないとき
(そのような qをM に関して一般的であると呼ぶことにする)，先の向き付けはwell-defined

であることが知られている．このようにして得られる超立方体の向き付けをPLCP向き付
け (PLCP-orientation) と呼ぶことにする．係数行列M を P-行列とし，qがM に関して一
般的であるような線型相補性問題 LCP(M, q)から得られるPLCP向き付けのシンクがちょう
ど LCP(M, q)の解に対応する [54]．

1他のものとしては相補ピボット操作がある．
2幾何的に言うと，a1, . . . , an の張る凸錐に qが含まれることである．
3ここで紹介した操作を単主ピボット操作 (single principal pivoting) と呼び，より一般的な操作を主ピボッ

ト操作と呼ぶこともある．



4 実現可能性と必要条件

凸多面体P ⊆ R
nとその向き付けが与えられたとき，これがLP向き付けかどうかを知る

ためにはどうしたらよいだろうか？ 本節ではこの問題とPLCP向き付けに対する同様な問
題を考察する．

4.1 LP向き付けのための必要条件

任意の LP向き付けが次の 3条件を満たすことは容易に観察できる．

[非閉路性 (acyclicity)] 凸多面体 P の向き付けには有向閉路が存在しない．

[唯一シンク性 (unique sink property)] 凸多面体 P の向き付けに対して，それを
P の任意の面上に制限した向き付けにはシンクが一意に存在する．

[唯一ソース性 (unique source property)] 凸多面体 P の向き付けに対して，それ
を P の任意の面上に制限した向き付けにはソースが一意に存在する．

非閉路性と唯一シンク性はWilliamson Hoke [59] の完全単峰的順序 (completely unimodal

ordering) やKalai [30] の抽象目的関数 (abstract objective function) と同値な概念である．
最近まで，これら 3つの条件よりも非自明な条件は知られていなかった．1998年にHolt

& Kleeが発表した次の条件は画期的なものであった．

[Holt-Klee条件 (Holt-Klee condition)] 凸多面体 P の向き付けに対して，それ
をP の任意の面F 上に制限した向き付けには，(唯一の) ソースから (唯一の) シ
ンクへ向けて k個の内部頂点素な有向道の族が存在する．ただし，kは F の次元
である．

Holt & Klee [26] は LP向き付けがこの条件を満たすことを証明した．Holt-Klee条件は「n

次元凸多面体のグラフは n連結である」というBalinski [5] の定理の有向バージョンと見な
すことができる．
これら 4条件を満たす凸多面体の向き付けは全てLP向き付けなのだろうか？ 2次元以下

の凸多面体に対してそれが正しいことは直ちに分かるが，実は 3次元凸多面体に対しても正
しいことがMihalisin & Klee [42] によって証明されている．しかし，4次元以上の場合には
このような定理が成り立たない．実際，Morris [44] は 4次元超立方体の向き付けで，上記 4

条件を満たしながらも LP向き付けではないような例を構成した．そして，Pfeifle & Ziegler

[46]は同様な向き付けをファセット数 7の 4次元多面体に対して見つけた．これは次元とファ
セット数に関して最小の例である (最小性は Felsner, Gärtner & Tschirschnitz [11] の結果か
ら従う)．また，Develin [10] は n次元超立方体において，nが大きくなると LP向き付けと
上記 4条件を満たす向き付けの数の比が限りなく大きくなることを示した．少し趣が異なる
が，Felsner, Gärtner & Tschirschnitz [11] はファセット数 9の 7次元多面体の上記 4条件を
満たす向き付けで LP向き付けではない例を構成した (これは「ファセット数−次元」とい
うパラメータに関して最小の例である)．



上記の 4条件が LP向き付けに対する必要条件として知られているもの全てである．4次
元凸多面体に対してさえ特徴づけが得られていないが，実は (向き付けをしていない) 4次元
多面体のグラフの特徴づけも知られていない．これは「4次元凸多面体に対する普遍性定理」
[47] と関連する問題であり，その難しさが窺える．

4.2 PLCP向き付けのための必要条件

P-行列 M ∈ R
n×n と M に関して一般的なベクトル q ∈ R

n による線型相補性問題
LCP(M, q)が誘導する n次元超立方体の PLCP向き付けを考える．

Stickney & Watson [54] は 1978年の論文でPLCP向き付けも唯一シンク性と唯一ソース
性を持つことを証明した．ちなみに，超立方体に対して唯一シンク性と唯一ソース性は同値
であることが知られている [25]．また，彼らは 3次元PLCP向き付けの列挙も行ない，その
中に非閉路性を満たさない (すなわち，閉路を持つ) 3次元 PLCP向き付けが存在すること
も見出した．そして最近，Gärtner, Morris & Rüst [18] はPLCP向き付けがHolt-Klee条件
を満たすことを証明した．以上より，PLCP向き付けは非閉路性を除く 3条件を LP向き付
けと共有していることが分かった．

Stickney & Watson [54] による 3次元PLCP向き付けの列挙から，3次元立方体の向き付
けがPLCP向き付けであることと唯一シンク性とHolt-Klee条件が成立することの同値性が
分かる．4次元以上の場合については，前節で言及したMorris [44] の向き付けが実はPLCP

向き付けでもないことから，この同値性が成り立たないことも分かる．同様に，前節で言及
したDevelin [10] の結果も PLCP向き付けに適用することができる．

Stickney & Watson [54] は 3次元PLCP向き付けの列挙に基づき「3次元以上の超立方体
の向き付けがPLCP向き付けであるとき，出次数が偶数となる頂点全体はファセットを誘導
しない」という予想を立てた．3次元の場合には Stickney & Watson [54] による列挙からこ
れが正しいことは分かっている．更に 4次元の場合にはMorris [44] が，5次元の非閉路的向
き付けに対してはMoriyama & Okamoto [43] がこの予想を証明している．

4.3 包含関係

Morris [45] は超立方体のLP向き付けがPLCP向き付けでもあることを示し，LP向き付
けとPLCP向き付けの関係を明らかにした．したがって，超立方体の向き付けの間には次の
図のような包含関係がある．

LP
PLCP

USO

AUSO HKO

AHKO



ここで，「USO」というのは唯一シンク性を満たす向き付け (unique sink orientation) のこと
であり，先にも述べた通り，超立方体に対しては唯一シンク性と唯一ソース性が同値であるこ
とに注意する．また「AUSO」というのは非閉路的なUSO (acyclic unique sink orientation)

のことであり，「HKO」はHolt-Klee条件を満たすUSO (Holt-Klee orientation)，「AHKO」と
は非閉路的なHKO (acyclic Holt-Klee orientation) のことを表す．超立方体とは限らない凸
多面体に対しては，上の図からPLCPを取り除き，また「USO」を唯一シンク性と唯一ソー
ス性の両者を満たす向き付けとすれば正しい包含関係が得られる．

5 アルゴリズム

線型計画問題は凸多面体のLP向き付けにおけるシンクを探す問題として定式化され，P-

行列を係数行列とする線型相補性問題は超立方体のPLCP向き付けにおけるシンクを探す問
題として定式化されることを説明した．本節では，凸多面体の向き付けにおいてシンクを探
す問題に対するアルゴリズムを考える．
まず，計算モデルについて説明する．与えられるものは，凸多面体とその向き付けであ

るが，向き付けは陽に与えられるのではなく，次のようなオラクルを通じて与えられるもの
とする．それは，凸多面体の頂点に対して質問をすると，その頂点に接続する辺の向きを全
て返すというものである．計算量はこのオラクルへの質問回数で測るものとし，向き付けの
シンクをオラクルへ入力して，その頂点がシンクであることを直接確かめられた時点でアル
ゴリズムは終了するものとする．また，凸多面体はその非冗長な不等式表現で与えられるも
のとし (すなわち，各不等式が多面体の各ファセットに対応する)，退化していない (すなわ
ち単純多面体である) と仮定する．
また，Gärtner & Schurr [20]は任意の線型計画問題が超立方体のUSOにおけるシンクを

探す問題に多項式時間で帰着できることを示しているので，ここで補足しておきたい．(そ
の帰着で得られるUSOは非閉路的であるとは限らないことに注意する．)

5.1 決定性ピボット・アルゴリズム

決定性アルゴリズムは乱数を用いないアルゴリズムである．そのため，アルゴリズムの
計算量が大きくなるような例を構成することが比較的容易である．そのため，否定的な結果
が多い．
線型計画問題に対する単体法はピボット・アルゴリズムの原型である．ここでは凸多面

体の組合せ構造しか見ていないので，量的な構造を用いたアルゴリズムは用いない．組合せ
構造のみを見るので，ピボット・アルゴリズムは次のような形で記述できる．まず，凸多面
体の任意の頂点からアルゴリズムの実行を開始する．そして，その頂点から出る辺を何らか
の規則に従って選び，その辺の終点を次の頂点とする．これがシンクであればアルゴリズム
を終了し，そうでなければ，その頂点から出る辺をまた先程の規則に従って選んでいく．こ
れをシンクに到達するまで繰り返すのである．上で「何らかの規則」と表現したものがいわ
ゆる「ピボット規則」である．乱数を用いないピボット規則に基づくアルゴリズムが決定性
ピボット・アルゴリズムである．



組合せ構造のみを用いた決定性ピボット・アルゴリズムとしては，Blandの最小添字規則
[8] がある4．これは凸多面体のファセット全体の集合上に線型順序を与え，そのピボット規
則は「頂点から出る辺の中で与えた線型順序において最小のファセットを離れるものを選ぶ」
というものである．これに対して，Klee & Minty [33] によるいわゆるKlee-Minty立方体
(Klee-Minty cube) に対する計算量が 2nになることをAvis & Chvátal [4]は示した．LP向き
付けのような非閉路的向き付けにおいて，ピボット・アルゴリズムは同じ頂点を二回以上訪
れることがないので，この結果はつまり，Blandの規則が超立方体の全ての頂点を一度ずつ
訪れることがあることを意味する．Klee-Minty立方体と同様な LP向き付けの例が他の (組
合せ的であるとは限らない) 決定性ピボット・アルゴリズムに対しても知られていて，凸多
面体の変形積 (deformed product)を用いた統一的視点がAmenta & Ziegler [3]によって与え
られている．それを用いて彼らはBlandの最小添字規則の計算量がΩ(m�n/2�)となるような
ファセット数mの n次元凸多面体のLP向き付けの存在を示した．これは「ファセット数m

の n次元凸多面体の頂点数がO(m�n/2�)である」という凸多面体の上限定理 [41, 52] に合致
するタイトな結果である．また，退化のある線型計画問題に対しても同様な下界がKaluzny

[31] によって与えられている．
この変形積は LP向き付けのみならず，他のところでも有用であることが知られていて，

例えば，Fukuda & Kaluzny [12] は線型計画問題に対する十文字法 (criss-cross method，こ
れは多面体上ではなく超平面アレンジメントの上のピボット・アルゴリズムと見なせる) の
最小添字バージョンが超平面アレンジメントのほとんど全ての頂点を通過してしまうような
例を構成するために変形積の概念を一般化し，また，Ziegler [63] は 4次元凸多面体の f -ベ
クトルの特徴づけを得る研究の方向性の中で凸多角形の変形積を用いた構成から fatnessと
いうパラメータが大きな 4次元凸多面体の例を与えている．
他にも決定性ピボット・アルゴリズムとして Zadeh [60] によるものがある．Zadehのア

ルゴリズムではピボット規則として，今いる頂点から出る辺の中でこれまでの訪問回数が最
も多いファセットから離れるものを選ぶ．このアルゴリズムはいわゆる「無記憶性」を持た
ず，Klee-Minty立方体のような悪い例が (LP向き付けに限らない) USOに対しても知られ
ておらず，多項式時間でシンクが見つかる可能性もまだ秘めている．

5.2 ピボット操作に基づかない決定性アルゴリズム

ここでは，超立方体のUSO (唯一シンク性を満たす向き付け) に限って話を進め，Szabó

& Welzl [55] によるピボット操作に基づかない決定性アルゴリズムを 2つ紹介する．これら
はピボット操作に基づかないので，オラクルに質問する頂点が直前に質問した頂点に隣接し
ている必要がなく，それがこの計算モデルの強さである．実際，線型相補性問題においてそ
のような質問は多項式時間で可能であり，紹介するアルゴリズムの中の 1つはP-行列を係数
行列とする線型相補性問題に対する組合せ的決定性アルゴリズムとして理論的に現在最速の
ものである．
まず，n次元超立方体のグラフは要素数 nの集合 Sのべき集合 2S を頂点集合として，2

つの頂点 A, B ∈ 2S が辺で結ばれるとき，そのときに限り，Aと B の対称差の要素数が 1

であるものと見なすことができる．簡単のために，この超立方体のグラフそのものを 2S と
4それに対して，例えば Dantzigの最大係数規則は組合せ的でないピボット・アルゴリズムである．



書くことにする．また，2つの部分集合 A, B ⊆ S が A ⊆ B を満たすとき，区間 [A, B]を
[A, B] := {X | A ⊆ X ⊆ B}と定義すると，これが誘導する 2Sの部分グラフは元の超立方体
の面 (これもまた超立方体) のグラフであり，その次元は |B| − |A|である．
このような超立方体の構造を利用してアルゴリズムを設計する．1つ目は積型アルゴリズ

ム (product algorithm)である．このアルゴリズムを説明するために，まず，集合C ⊆ Sを固
定し，2SのUSOから超立方体 2Cの向き付けを次のように得る．まず，任意のX ⊆ Cに対し
て区間 [X, X ∪ (S \C)] を考えると，これは次元 n−kの超立方体である (ただし，k = |C|と
する)．唯一シンク性から，この超立方体の上に元の向き付けを制限したものもUSOである．
この区間のシンクを sXと書く．今，X, Y ⊆ Cが 2Cにおいて隣接していて，ある x ∈ C \ Y

を用いてX ∪ {x} = Y と書けるとする．このとき，sX ∪ {x}は 2Y の頂点であり，sY \ {x}
は 2X の頂点である．ここで，2S全体の向き付けにおいて sX から sX ∪ {x}へ有向辺がある
場合，2CにおいてXから Y へ有向辺を置き，sY から sY \ {x}へ有向辺がある場合，2Cに
おいて Y からX へ有向辺を置く．これで，2C の向き付けが得られ，実際にUSOにもなる
ことは元の向き付けがUSOであったことから従う．(また，元の向き付けに閉路が含まれな
ければ，得られた向き付けにも閉路は含まれない．) そのことから，「sY から sY \ {x}へ有向
辺がある」という条件と「sX ∪ {x}から sX へ有向辺がある」という条件が同値であること
も分かる．
では，2S のUSOにおけるシンクを見つける代わりに今のように構成した 2C の USOに

おけるシンクを見つけてみよう．しかし，オラクルは 2Sの向き付けに対するものであり，2C

の向き付けに対するものではない．そこで，2Sに対するオラクルから 2Cに対するオラクル
を作るのである．例えば，2CにおいてX ⊆ Cに接続する辺の向きを知ることを考える．構
成法に基づくと，[X, X ∪ (S \ C)]のシンクを知る必要があり，そのために 2S に対するオ
ラクルを用いる．シンク sX が見つかったら，そのときに sX に接続する辺の向きも全て知
ることになるので，そこから 2C においてX に接続する辺の向きも全て分かることになる．
よって，2Cに対するオラクルが構成できた．今，�次元超立方体のシンクを見つけるための
最悪計算量を t(�)と書くことにすると，2C に対するオラクルへの 1つの質問に対して，2S

に対するオラクルへは高々t(n−k)回質問をすることになる．そして，2CのシンクZが見つ
かったとき，オラクルの構成法より，対応する 2Sの頂点 sZも見つかっており，この sZが 2S

全体のシンクになっているわけである．すなわち，sZを見つけるために 2Cへのオラクルに
高々t(k)回質問をし，その各質問は 2Sへのオラクルに高々t(n−k)回質問することで実現で
きるわけなので，全体の計算量を考えると t(n) ≤ t(n)t(n−k)という不等式が得られる．こ
の式から，任意の自然数 kに対して t(n) ≤ t(k)�n/k�が得られ，例えば t(2) = 3であるので
t(n) = O(3n/2) = O(1.732n)となる．よい上界を得るためにはより大きな定数 kに対する t(k)

を知ればよく，t(4) = 7を示すことができるので，これによって，t(n) = O(7n/4) = O(1.623n)

が得られる．
2つ目は Szabó & Welzl [55] によって Fibonacciシーソー (Fibonacci Seesaw) と名付

けられたアルゴリズムである．このアルゴリズムは n個のフェーズから構成され，フェーズ
の添字 iは 0から始まり n−1で終わる．フェーズ iでアルゴリズムは対蹠の位置にある 2つ
の i次元面とそれらのシンクを保持し，次のフェーズに移行するときにそれらの面を拡大す
ることで超立方体全体のシンクを見つけようとするのである．具体的には次のように進行す
る．超立方体 2S の面 [A, B]の対蹠面 (antipodal face) とは，[S \ B, S \ A]のことである．
ある面の対蹠面の対蹠面はその面自身であり，面とその対蹠面の次元は等しい．Fibonacci



シーソーのフェーズ iでは，i次元面 F = [A, B]とその対蹠面G，および，それぞれのシン
ク sF ∈ F, sG ∈ Gを保持している．そのどちらかが全体のシンクであるならばアルゴリズム
は終了する．そうでないときには，あるx ∈ (S \B)∪Aが存在してF を xの方向に拡大した
面 F ′において sF が再びシンクになっているか，Gを xの方向に拡大した面G′において sG

が再びシンクになっているかどちらかが成り立つ5．これは唯一シンク性の帰結である．その
ような xを見つけたら，一般性を失わずに sF がF ′のシンクであるとする．このとき，G′は
F ′の対蹠面であるが，保持する情報のためにG′のシンクを見つける必要がある．そのため
には，G′のシンクが sGであるか，そうでなければG′におけるGの対蹠面に存在するので，
Gの対蹠面のシンクを発見すれば十分である．これによって，フェーズ i+1を F ′とG′，お
よびそれらのシンクを用いて開始できる．このアルゴリズムと 4次元超立方体のUSOのシ
ンクを高々7回のオラクル問合せで見つけるアルゴリズムを組み合わせることで，O(1.606n)

という計算量が得られる．詳細は元論文 [55] を参照のこと．
下界に関して，Schurr & Szabó [50] はどんな決定性アルゴリズムも Ω(n2/ log n)回のオ

ラクル問合せを行なわないとそのシンクが見つけられない n次元超立方体の AUSOを構成
した．また，Schurr & Szabó [51] はKaibel [27] の提案した最下対蹠アルゴリズム (bottom-

antipodal algorithm) という (ピボット操作に基づかない) 決定性アルゴリズムが指数関数的
なオラクル問合せ回数を必要とする超立方体のAUSOも構成した．

5.3 ランダム・ファセット規則

ここまでは決定性アルゴリズムを扱ってきたが，ここからは乱択アルゴリズム (確率的
アルゴリズム，乱数使用アルゴリズム) を考える．乱択アルゴリズムの計算量として，イン
スタンスに対する計算量の期待値を全てのインスタンスの上で最大化した，いわゆる最悪期
待計算量を考える．
線型計画問題に対する乱択ピボット・アルゴリズムとして主要なものに「ランダム・ファ

セット規則」と「ランダム辺規則」がある．ここではまず前者を取り上げ，後者のランダム
辺規則に関しては次節で扱う．
ランダム・ファセット規則 (random facet rule) とは次のようなピボット・アルゴリズム

である．凸多面体の任意の頂点からアルゴリズムの実行は開始し，今いる頂点から出る辺が
なければアルゴリズムは終了する．そうでない場合を考える．出る辺がちょうど 1つの場合
には，その辺に沿って次の頂点に移動する．出る辺が 2つ以上の場合には，その頂点を含む
ファセットを一様ランダムに選び，そのファセット上でアルゴリズムを再帰的に実行する．
その再帰によって頂点が見つけられたら，その頂点からまたピボット操作を繰り返す．この
規則はKalai [29] によるものであるが，ほぼ同時に Sharir & Welzl [53] も等価なアルゴリズ
ムを与えている．この等価性は線型計画問題の双対性より導かれるが，それは Goldwasser

[23] による観察である．
Kalai [29]とMatoušek, Sharir & Welzl [39]はファセット数mのn次元凸多面体のAUSO

に対して，ランダム・ファセット規則のオラクル問合せ回数の期待値が exp(O(
√

n log m))と
なることを示した．これは線型計画問題に対する準指数関数的乱択ピボット・アルゴリズム

5面 F = [A, B]を xの方向に拡大した面とは，x ∈ Aのとき [A \ {x}, B]という面のことで，x �∈ B のとき
[A, B ∪ {x}]という面のことである．



である．Gärtner [14] は n次元超立方体のAUSOに対するランダム・ファセット規則の短い
解析を紹介していて，その計算量は高々exp(2

√
n)である．

下界に関しては何が知られているのだろうか？ Matoušek [38]はn次元超立方体のAUSO

でランダム・ファセット規則が行なうオラクル問合せ回数の期待値が exp(Ω(
√

n))になって
しまうものを構成した．よって，ランダム・ファセット規則の計算量に関しては漸近的に合
致する上界と下界が得られたことになる．
ただし，Matoušek [38] の与えた超立方体のAUSOはLP向き付けである必要がない．実

際，Gärtner [14]はMatoušekの向き付けの中でLP向き付けであるものだけに着目し，Holt-

Klee条件を用いることでそのような向き付けに対してはランダム・ファセット規則の計算
量がO(n2)になることを示した．これは LP向き付けが満たすべき必要条件を考えることに
よってアルゴリズムの計算量を改善することが可能であることを示すよい例になっている．
Klee-Minty立方体はMatoušekの向き付けから得られる LP向き付けの例であり，これに対
して，Gärtner, Henk & Ziegler [16] はランダム・ファセット規則の計算量がΘ(n2)になるこ
とを証明しているので，上記のGärtner [14] の解析がタイトであることも分かる．
非閉路的であるとは限らないUSOに対してランダム・ファセット規則がどのように振る

舞うのか，よく分かっていない．

5.4 ランダム辺規則

ランダム辺規則 (random edge rule) はランダム・ファセット規則とは異なる乱択ピボッ
ト規則であり，これは現在いる頂点を出る辺の中から 1つを一様ランダムに選んで次の頂点
に到達するというものである．
ランダム辺規則は解析が困難なアルゴリズムとしてこの分野では名高い．そのため，特

定の多面体のクラスに限ってアルゴリズムを解析する研究がなされて来ている．
超立方体のPLCP向き付けに対して，Morris [45] はランダム辺規則のオラクル問合せ回

数の期待値が Ω(((n − 1)/2)!)となるものを与えている．これは閉路をたくさん含むような
PLCP向き付けの例になっている．注意したいことは，n次元超立方体の頂点数は 2nである
ことである．したがって，このMorrisの例ではランダム辺規則が同じ頂点を何度も何度も訪
れることになっている．このMorrisの向き付けをGärtnerの講義ノート [15] は分かりやす
く解説している．上界としては，(PLCP向き付けより一般的な) 超立方体のUSOに対して
Gärtner [15] がO(nn+1)を与えている．
考えている凸多面体の向き付けが非閉路的である場合，ランダム辺規則の計算量はその

多面体の頂点数以下になるが，それより少しよい上界が最近Gärtner & Kaibel [17]によって
得られた．それによると，頂点数 vの n次元凸多面体のAUSOに対してランダム辺規則の計
算量の期待値がO(v/

√
n)となる．また，任意の自然数 tに対して，n次元超立方体のAUSO

に対してはランダム辺規則の計算量の期待値がO(2n/nt)となることも彼らは証明している
(オーダー記法の比例定数は tに依存する)．
では，特定のクラスの多面体を考えて行く．まず，Klee-Minty立方体を考える．Kelly [32]

はKlee-Minty立方体に対してランダム辺規則の計算量の期待値がO(n2)になることを示し
た．同様な考察はWilliamson Hoke [59] やGärtner, Henk & Ziegler [16] にもある．下界と
してはGärtner, Henk & Ziegler [16] がΩ(n2/ log n)を証明し，最近 Balogh & Pemantle [6]



が下界を Ω(n2)に改善した．これによって，Klee-Minty立方体に対して計算量の期待値が
Θ(n2)になることが分かった．
では，n次元超立方体のその他の向き付けについてもO(n2)の上界，あるいは nに関す

る多項式の上界を得ることはできるのだろうか？ そのような上界はランダム・ファセット規
則に対する悪い例であったMatoušekの向き付け [38] に対しても成り立つので，一時は n次
元超立方体の AUSOに対してランダム辺規則の計算量の期待値がO(n2)になるのではない
かと信じられていた時期もあった．しかし，それはMatoušek & Szabó [40] によって粉砕さ
れた．彼らは，n次元超立方体のAUSOでランダム辺規則の計算量が高確率で exp(Ω(n1/3))

となるような例を構成した．ただし，彼らの例はHolt-Klee条件を満たさないので，超立方
体のAHKOに対してランダム辺規則がどのように振る舞うのかはいまだによく分かってい
ないことになる．
単体 (simplex) のUSOに対して，ランダム辺規則の計算量の期待値がΘ(log n)になるこ

とは簡単な計算で分かる．単体の USOは同型を除いて 1通りしかなく，それは LP向き付
けでもあることに注意する．単体の次元が nのとき，そのファセット数は n + 1である．そ
のため，n次元単純凸多面体でファセット数が n + 2のものについてランダム辺規則の振る
舞いを調べることが次のステップとなる．これはGärtner, Solymosi, Tschirschnitz, Valtr &

Welzl [21] が考察した問題である．彼らは，ファセット数 n + 2の n次元単純多面体のLP向
き付けに対してランダム辺規則の計算量の期待値がO(log2 n)になることを示し，また，そ
れがΩ(log2 n)になるようなLP向き付けの例を構成した．Felsner, Gärtner & Tschirschnitz

[57] は同じ上界をAHKOへ拡張している (Tschirschnitz [57] も参照のこと)．ファセット数
n + 3の n次元単純多面体についてTschirschnitz [57] はランダム辺規則の計算量の期待値が
Ω(log3 n)になる LP向き付けを構成している．
次に 3次元単純多面体を考えよう．ファセット数 nの 3次元多面体の頂点数はEulerの公

式から高々2nである．そのため，3次元単純多面体の LP向き付けに対するピボット・アル
ゴリズムの計算量がO(n)になることは直ちに分かる．よって，問題となるのはオーダー記
法の中の比例定数である．Kaibel, Mechtel, Sharir & Ziegler [28] はファセット数 nの 3次元
単純多面体に対して，ランダム辺規則の計算量の期待値が 1.4943n以下，1.3473n以上であ
ることを示した．また，彼らは他の様々なピボット規則についても比例定数を定め，そのど
れよりもランダム辺規則の比例定数が小さいことを確かめた．先に述べたMihalisin & Klee

[42] の定理より，3次元凸多面体のLP向き付けはAHKOと同値であることを再度補足する．
4次元単純多面体に関しては知られていることが少ない．Gillmann [22] は 4次元巡回多

面体 (cyclic polytope) の極 (polar) を考察し，そのような多面体のファセット数が nのとき，
ランダム辺規則の計算量の期待値がO(n)となることを示した．
また少し文脈から外れるが，割当問題に対してランダム辺規則が多項式時間アルゴリズ

ムであることをTovey [56] は証明している．

5.5 ピボット操作に基づかない乱択アルゴリズム

超立方体の USOに対しては，先に紹介した積型アルゴリズムを乱択アルゴリズムに応
用することができ，計算量の解析も同じである．この場合もよい上界を得るためには大き
な定数 kに対する t(k)を知ればよい．Rote [48] によると乱択アルゴリズムに対して t(3) =



4074633/1369468 < 2.976が成り立つので，t(n) = O(t(3)n/3) = O(1.438n)が得られる．

6 その他の関連事項

この節では，凸多面体の向き付けとアルゴリズムに関連する他の話題を簡単にまとめる．

6.1 ゲーム理論

Gärtner & Rüst [19] は単純確率ゲーム (simple stochastic game) の両プレイヤーの最適
戦略を求める問題が単体の積のUSOにおけるシンクを見つける問題に多項式時間帰着でき
ることを示した．単体の積の USOに対するシンク発見アルゴリズムは Gärtner, Morris &

Rüst [18] が研究している．また，Ludwig [37]，Björklund & Vorobyov [7]，Halman [24] は
単純確率ゲームにランダム・ファセット規則を適用することを考え，この問題に対して準指
数関数時間アルゴリズムを設計した．
双行列ゲーム (bimatrix game) に対する Lemke-Howson法 [34] からも凸多面体の向き付

けを導くことができる．これについては von Stengelの解説 [58] が詳しい．Lemke-Howson

法が n×n双行列ゲームの Nash均衡を求めるために必要とするピボット操作回数のに対し
て，Savani & von Stengel [49] は巡回多面体の極を用いることでおよそ 1.434nという下界を
導いた．

6.2 局所探索

多くの組合せ最適化問題における局所探索による局所的最適化は，n次元超立方体の (USO

とは限らない) 向き付けにおけるシンクを発見する問題として定式化できる．ただし，この
枠組においてオラクルは超立方体の各頂点に割り当てられた目的関数値そのものを返すもの
とし，解釈としては，目的関数値の小さい頂点の方に大きな頂点から辺が向かっているもの
とする．そのような一般的な枠組に対して，Llewellyn, Tovey & Trick [36] はどのような決
定的アルゴリズムもΩ(2n/

√
n)回のオラクル問合せを必要とすることを示した．乱択アルゴ

リズムに対しては，Aldous [2] が 2n/2−o(n)という下界を示したが，最近，Aaronson [1] がこ
れをΩ(2n/2/n2)に改善し，さらに Zhang [61] はΩ(2n/2

√
n)に改善した．これらの改善は量

子計算量理論で培われた技法を基にして行なわれているところが興味深い．

6.3 有向マトロイド実現可能性

Fukuda, Moriyama & Okamoto [13] は凸多面体の向き付けでHolt-Klee条件を満たさな
いものを用いて，実現不可能な有向マトロイドを構成する試みを行なっている．これは「有
向マトロイド計画法における実行可能領域となるトープの向き付けがHolt-Klee条件を満た
さないと，元となる有向マトロイドが実現可能になれない」という観察を通して行なう，い
わゆる「主」 (primal) の側の構成法と，「ある種の擬直線から得られるシェリング (トープ・
シェリング) が Holt-Klee条件を満たさない向き付けを誘導するとき，元となる有向マトロ



イドが実現可能になれない」という観察を通して行なう，いわゆる「双対」 (dual) の側の
構成法に分けられる．これらの構成法に関しては不明な点がまだ多く，研究の余地を多く残
している．詳細については原論文 [13] を参照のこと．
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