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概要

グラフ理論における連結度の概念は, 種々のネットワークの制御・設計において, 耐故障
性に関する基本的な評価尺度として用いられる. 所望の連結度を保証するネットワーク
を最適構成する問題として, 連結度増大問題と供給点配置問題を取り上げる. 近年, これ
らの問題に対し, 効率的なアルゴリズムの研究が盛んに行われており, また劣モジュラ関
数を用いて一般化された離散最適化問題の研究もされてきている. 本稿では, これらの問
題に対する最近の研究結果を紹介する.
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1 はじめに
ネットワークに関する諸現象を理論的に扱う場合, しばしばグラフにモデル化されて考

えられる. グラフ理論における連結度の概念は, 種々のネットワークの制御・設計において,

耐故障性に関する基本的な評価尺度として用いられる. 中でも, グラフの辺連結度と点連結
度がよく知られている. グラフの辺連結度 (点連結度)とは, グラフを非連結にするために取
り除くべき辺の数 (節点の数)の最小値である. また, Mengerの定理より, グラフの辺連結度
(点連結度)が k以上であることは, どの 2節点間にも互いに辺 (節点)を共有しないパスが k

本以上存在することと同等である. つまり, 辺連結度 (点連結度)が k以上であるネットワー
クは, 同時に k − 1本以下の回線 (k − 1個以下のノード)に故障が発生しても, どの 2節点間
も連結である状態を保つことができる. また, コンピュータネットワーク上のミラーサーバ
のように同種のノードが複数存在するネットワークを考える場合は, 2節点間の連結度より
節点とある特定の節点集合の間の連結度を考える方が有効であるだろう.

本稿では, グラフの連結度を耐故障性の基準としてネットワークを構成する問題として,

連結度増大問題と供給点配置問題と呼ばれる二つの問題を取り上げる. 連結度増大問題とは,

与えられたグラフに, いくつかの辺を新たに加えることでその辺連結度または点連結度を指
定された目標の値に増大させ, このとき加える辺の本数を最小にする問題である. この問題
は, 1970年代頃から通信網をはじめとするネットワークの設計問題の 1分野として研究され
てきている [11, 34]. 供給点配置問題とは, 連結度を考慮した施設配置問題の一つである. 与
えられたグラフ上でどの節点からも指定された目標値以上の本数のパスが存在するように施
設集合 (節点集合)を配置し, そのときの施設数または設置コストを最小にする問題で, 最近
注目を集めているテーマの一つである. これらの問題に対して, 問題を解く効率的なアルゴ
リズムを中心に様々な研究がなされてきているだけでなく, 近年劣モジュラ関数を用いて一



般化された離散最適化問題の研究もされてきている. 本稿では, 主に無向グラフの問題を中
心に, これらの問題に関する最近の研究結果を紹介する.

2 連結度の定義と基本的な性質

G = (V, E)を, 節点集合 V , 辺集合 Eとする無向グラフとする. また, G = (V, E)の各
辺 e ∈ Eには, 非負実数の重み c(e) ∈ R+ (R+は非負実数集合とする) が与えられていると
する. 特に, 各辺 e ∈ Eの重み c(e)が整数値の場合, Gを多重グラフと呼ぶこととする. 辺
e = (u, v)の重み c(e)は, c(u, v)とも書く. Gが多重グラフの場合, c(u, v)は u, vを端点とす
る辺の多重度を表わす. n = |V |,m = |{{x, y} | c(x, y) > 0}|と記す. 空でない互いに素な節
点集合X, Y ⊂ V に対し, x ∈ Xかつ y ∈ Y である辺 (x, y)の集合をEG(X,Y )で表わし, ま
た

∑
e∈EG(X,Y ) c(e)を dG(X, Y )で表わす. 特に, Y = V − X のときは単に EG(X)や dG(X)

と記す. また, dG(∅) = dG(V ) = 0と定義する. 節点集合Xに対して, Xの隣接点の集合, つ

図 1: 無向多重グラフの例

まり {u ∈ V −X |ある v ∈ Xに対して (u, v) ∈ E} をNG(X)と書く.

2.1 辺連結度と点連結度

EG(X) (あるいは, 単にX)をカットと呼び, dG(X)をそのカットの値とする. この節点
集合 V 上の集合関数 dG : 2V → R+ は, Gのカット関数と呼ばれる. 2節点 u, v ∈ V を分離
するカットの最小値, つまりmin{dG(X) | u ∈ X ⊆ V − v}を, u, v間の局所辺連結度と呼び,

λG(u, v)と書く. グラフGの全てのカットの最小値は, Gの辺連結度と呼ばれ, λ(G)と書く.

λ(G) = min{λG(u, v) | u, v ∈ V }であることに注意されたい. λG(X) ≥ kであるグラフGは
k辺連結と呼ばれる. 図 1のグラフでは, 全てのカットの値は 4以上であり, 例えば, カット
{u1, u2, u3, u4}やカット {u14, u15}の値は 4なので, グラフの辺連結度は 4である.

削除するとグラフが非連結になる節点集合Xを, 点カットと呼び, |X|を点カットのサイ
ズとする. 2節点 u, v ∈ V を分離する点カットのサイズの最小値, つまりmin{|X| | u, vは
G−Xの異なる連結成分に含まれる }を, u, v間の局所点連結度と呼び, κG(u, v)と書く. グラ



フGの全ての点カットのサイズの最小値は, Gの点連結度と呼ばれ, κ(G)と書く. κ(G) ≥ k

であるグラフGは k点連結と呼ばれる. 例 1のグラフでは, 全ての点カットのサイズは 3以
上であり, 例えば, {u1, u3, u4}を削除するとグラフは非連結になるので, グラフの点連結度は
3である.

2.2 節点領域連結度

Gが多重グラフの場合, Mengerの定理より, λG(u, v) (κG(u, v))は u, v間の互いに辺 (節
点)を共有しないパスの最大数と見ることもできる. このように, 前節で紹介した辺連結度や
点連結度は, 2節点間の連結度を基に定義されている. 一方, 次のような状況下では, 2節点間
の連結度より, 節点と節点集合の間の連結度を考える方が有効である.

例えば, WWW (World Wide Web)上の多くのサイトでは, あるサービスを提供するとき,

負荷分散や耐故障性のために, 同一のサービスを提供する複数のミラーサーバを用意してい
る. このとき, ユーザは, そのサーバ群のいずれか一つに接続できればそのサービスを受ける
ことができる. この状況下では, 各ユーザとサーバ集合の間に, どれくらい辺または節点を
共有しないパスが存在するかが耐故障性の一つの基準と言える. この観点から, H.Ito[21, 22]

は, 辺連結度や点連結度を拡張した概念であり, 節点と節点集合の間の連結度である, 節点領
域連結度を定義した.

図 2: 領域 S = {u5, u6, u7}を持つグラフの例

節点 vと節点集合 S ⊆ V (v /∈ Sとする)の間の節点領域辺連結度は, vと Sを分離する
カットの最小値, つまりmin{dG(X) | v ∈ X ⊆ V − S}で定義され, λG(S, v)と書く. v ∈ S

のときは, λG(S, v) = ∞と定義する. Gが多重グラフの場合, Mengerの定理より, λG(S, v)

は vと Sの間の辺を共有しないパスの最大数である. 図 2のグラフでは, u1と Sを分離する
値最小のカットは, {u1, u9, u11}であり, λG(S, u1) = 5である.

節点領域点連結度については, 次の κG(S, v)と κ̂G(S, v)の 2通りの定義がある. κG(S, v)

は, Sと vを分離する点カット Y ⊆ V − S − {v}の最小サイズで定義される. 言い換えれば,

κG(S, v)は, Sと vを結び, Sと v以外の節点を共有しないパスの最大数である. κ̂G(S, v)は,

Sと vを結び, v以外の節点を共有しないパスの最大数で定義される. κ̂G(S, v) ≥ kであれば,



v以外のどの k− 1個の節点を削除しても, vから Sの少なくとも一つの節点までパスが存在
する. また, κ̂G(S, v) ≤ κG(S, v)であり, κ̂G(S, v) ≤ |S|が成り立つ. 上記のWWW上の例を
用いて比較すると, κ(S, v)は, サーバ群には故障が起こらない (通常のノードには故障が起こ
りうる)という仮定の下でのネットワークの耐故障性を表わし, κ̂(S, v)はサーバ群にも故障
が起こりうるという仮定の下での耐故障性を表わしているといえる. 図 2のグラフでは, u1

と Sを分離するサイズ最小の点カットは, {u2, u4, u8, u11}であるので κG(S, u1) = 4である一
方, κ̂G(S, u1) = 3(= |S|)である.

2.3 カット関数の性質と極値集合

集合X, Y ⊆ V に対して, X ∩Y , X −Y , Y −Xのいずれも空でないとき, Xと Y はGに
おいて互いに交差する (intersect)という. どの二つの集合も互いに交差しない集合族を, ラ
ミナ (laminar)族と呼ぶ. G = (V, E)において, どの二つの集合X, Y ⊂ V も次の等式を満
たす.

dG(X) + dG(Y ) ≥ dG(X ∩ Y ) + dG(X ∪ Y ). (2.1)

dG(X) + dG(Y ) ≥ dG(X − Y ) + dG(Y −X). (2.2)

一般に, (2.1)を満たす集合関数を劣モジュラ (submodular)関数という. また, (2.2)は, Gが無
向グラフであることと (2.1) から簡単に導ける. 実際, dG(X) + dG(Y ) = dG(X) + dG(V − Y )

≥ dG(X∩(V −Y ))+dG(X∪(V −Y ))≥ dG(X−Y )+dG(V −(Y −X))≥ dG(X−Y )+dG(Y −X)

である (Gが無向なので, 任意のカットXに対して dG(X) = dG(V −X)である). また, Xの
隣接点の個数を表わす関数 |NG(X)|も劣モジュラ関数である. どの二つの集合X, Y ⊂ V も
次の不等式が成り立つ.

|NG(X)|+ |NG(Y )| ≥ |NG(X ∩ Y )|+ |NG(X ∪ Y )| (2.3)

図 3: 図 1のグラフにおける全ての極値集合族 (各極値集合は破線で表わされている)

次に, 与えられたグラフ上のカットの構造を特徴づける一つの表現方法として, 極値集合
(extreme set)という集合を紹介する. 極値集合は, 与えられたグラフの特徴を解析するため



だけでなく, 主にカットに関するグラフアルゴリズムの設計やその効率化のために用いられ
る. 3.2節と 4.1節で極値集合を用いたアルゴリズムを紹介する. カットXは, Xに真に含ま
れるどのカットY ⊂ X も dG(Y ) > dG(X)を満たすとき, 極値集合と呼ばれる. 図 3において
破線で表現されている集合族は, 図 1のグラフにおける全ての極値集合族である. Gの全ての
極値集合族Z(G)は, ラミナ族である. 実際, 二つの極値集合X,Y が交差すると仮定すると,

(2.2)より dG(X) + dG(Y ) ≥ dG(X − Y ) + dG(Y −X) > dG(X) + dG(Y )となり, 矛盾が生じ
る. Z(G)はラミナ族であるため, |Z(G)| = O(n)である. また, 定義より, 任意の ∅ 6= X ⊆ V

に対して, dG(Y ) ≤ dG(X)である極値集合 Y ⊆ Xが存在する. Z(G)はO(mn + n2 log n)時
間で見つかることがH.Nagamochi[29] により示されている.

3 連結度増大問題
この章では, Gを多重グラフとする. 辺連結度増大問題とは, 無向グラフG = (V, E)と

非負整数 k ∈ Z+ (Z+は非負整数集合を表わす) が与えられたとき, 最小本数の辺を加える
ことで, Gの辺連結度を k以上に増大させる問題である. 図 4に, 図 1の 4辺連結グラフを 6

辺連結に増大させた例を表わす. T.Watanabe とA.Nakamura[40]により, 任意の非負整数 k

図 4: 図 1のグラフを 6辺連結グラフに増大させた例 (加えられた辺は破線で表わされている)

に対してこの問題が多項式時間で解けることが示されている. その後, アルゴリズムの計算
量の改善が試みられ, G.-R.CaiとY.-G.Sun[4]により, L.Lovászの辺遊離定理 (edge-splitting

theorem)を用いたアプローチが発見された. このアプローチの発見が, 計算量の改善だけで
なく様々な連結度増大問題に対する研究をより発展させたといえる. 現在では, 辺遊離定理
を利用したアプローチが様々な連結度増大問題を解く代表的な手法となっている. 現在最良
の計算時間は, H.Nagamochi[29]によるO(mn + n2 log n)時間である. O(mn + n2 log n)は,

辺連結度を求める現在最良の計算時間でもある [30]. 3.2節では, 辺遊離定理を利用したアル
ゴリズムの流れを簡単に紹介する. 入力グラフが有向である場合は, A.Frank[6]により多項
式時間で解けることが示されている.

点連結度増大問題は, 無向グラフG = (V,E)と非負整数 k ∈ Z+が与えられたとき, 最小
本数の辺を加えることで, Gの点連結度を k以上に増大させる問題である. この問題は, 辺連



結度の問題に比べて扱いが難しく, 一般の kに対する多項式時間アルゴリズムは知られてお
らず, NP困難であるかどうかも未だに分かっていない. k = 2のときは [5, 16], k = 3のと
きは [15, 41], k = 4のときは [13, 14]により多項式時間アルゴリズムが与えられている. 最
近, B.Jacksonと T.Jordán [25]により, 任意の固定された kに対して多項式時間で解けるこ
とが示された. 一方で, 入力グラフが有向である場合は, A.Frankと T.Jordán[9]により多項
式時間で解けることが示されている. 但し, 彼らの手法は楕円体法によるもので組合せ的で
はない.

連結度増大問題に関しては, 他にも様々な研究がなされており, 例えば, 辺を付加する際
の制約として, グラフの p部性, 単純性, 平面性などを考慮した問題なども研究されている.

興味のある方は, [8, 31]のサーベイ論文を参照されたい. 以下では, 無向グラフにおける辺連
結度の問題のみを扱い, その一般化やアルゴリズムについて紹介する.

3.1 辺連結度増大問題の一般化

辺連結度増大問題は様々な形で一般化されて研究されている. この節では, 辺連結度増大
問題の一般化問題について紹介する.

目標となる連結度が一つの整数 kではなく, 各 2節点対 u, v毎に非負整数値 r(u, v) が指
定され, u, v間の局所辺連結度を r(u, v)以上に増大させる問題を, 局所辺連結度増大問題と
呼ぶ. この問題は, 全ての r(u, v)が同じ値である場合を考えれば, 上記の辺連結度増大問題
の一般化になっているのは明らかである. この問題は, A.Frank[6]により, 多項式時間で解け
ることが示された. 現在最良の計算時間は, H.N.Gabow[10]による O(n2m log (n2/m))時間
である.

節点集合族S (Sの各節点集合を領域と呼ぶ)と,非負整数kが与えられたとき,任意の節点
と任意の領域間の節点領域辺連結度を k以上に増大させる問題は,節点領域辺連結度増大問題
と呼ばれる. この問題も辺連結度増大問題の一般化問題の一つである. 実際, S = {{v}}, v ∈ V

の場合を考えると,節点領域辺連結度の定義より,任意の節点u ∈ V −vと vを分離する全ての
カットの値を k以上にする問題, つまり辺連結度増大問題と同等である. H.MiwaとH.Ito[28]

は, この問題が k = 1の場合NP困難である一方, k = 2 の場合O(|S|n + m)時間で解けるこ
とを示した. その後, k ≥ 3の場合も多項式時間で解けることがT.Ishiiら [17]により示され
ている. さらに, 各領域 S ∈ S毎に非負整数値 r(S)が指定され, 任意の節点 vと S間の節点
領域辺連結度を r(S)以上にする問題に拡張しても, 各領域 Sについて r(S) ≥ 2であれば, 多
項式時間で解けることがT.IshiiとM.Hagiwara[20]により示されている.

また,辺連結度増大問題が各カットXの値 dG(X)を k以上に増大させる問題であることに
注目し,以下のような一般化も考えられる. 辺連結度増大問題において,もしカットXの値がk

未満であれば, XとV −Xの間には少なくともk−dG(X)本以上の辺を加える必要がある,言い
換えれば, XとV −Xの間には少なくともk−dG(X)本の辺が不足している,と言える. よって,

辺連結度増大問題は,任意のカットX について, XとV −Xの間にmax{0, k−dG(X)}本以上
の辺を加える問題と捉えることができる. この観点から, 有限集合 V と集合関数 p : 2V → Z+

が与えられたとき, 最小本数の辺を加えることで, 各カットX の値を p(X)以上に増大させ
る問題に一般化できる. この問題を, p-カバー問題と呼び, pを不足関数と呼ぶ. 辺連結度増
大問題の場合, p(X) = max{0, k − dG(X)}である. 局所辺連結度増大問題の場合, 各カット



X について, その値をX によって分離されている 2節点 u, vに与えられた値 r(u, v)以上に
増大させなければならないため, p(X) = max{0, max{r(u, v) | u ∈ X, v ∈ V −X}− dG(X)}
である. 節点領域辺連結度増大問題の場合, 各カットXについて, X ∩ S = ∅またはX ⊇ S

である任意の S ∈ S に与えられた値 r(S)以上に増大させなければならないため, p(X) =

max{0, max{r(S) | X ∩ S = ∅またはX ⊇ S} − dG(X)}である.

A.A.BenczúrとA.Frank [3]は, pが対称優モジュラ (symmetric supermodular)関数であ
れば, p-カバー問題は多項式時間で解けることを示した. ここで, 対称関数 p : 2V → Z+とは,

任意の集合X ⊆ V について, p(X) = p(V −X)である関数のことをいう. また, p(X) > 0,

p(Y ) > 0, かつX ∩ Y 6= ∅ 6= V − (X ∪ Y )である任意のX,Y ⊆ V について,

p(X) + p(Y ) ≤ p(X ∩ Y ) + p(X ∪ Y ) (3.1)

を満たし, p(∅) = 0であるとき, 集合関数 p : 2V → Z+ を (交差)優モジュラ関数と呼ぶ
(一般に, 集合関数 f は, −f が劣モジュラのとき, 優モジュラと呼ばれるが, この章ではこの
関数を単に優モジュラと呼ぶこととする). この対称優モジュラ関数 pに対する p-カバー問
題は, 辺連結度増大問題を部分問題として含んでいる. 実際, 辺連結度増大問題の不足関数
p(X) = max{0, k − dG(X)}は, カット関数 dGが対称関数であるため対称関数であり, また
(2.1)より優モジュラ関数である.

一方で, 局所辺連結度増大問題や節点領域辺連結度増大問題の不足関数 pは優モジュラで
はない. 例えば, 次のような局所辺連結度増大問題の例を考えてみよう. 入力グラフを, 4節点
v1, v2, v3, v4から成り, 辺の存在しないグラフとし, r(v1, v2) = r(v2, v3) = 1, 他のペア {x, y}
に対しては r(x, y) = 0とする. このとき, X = {v1, v2}と Y = {v2, v3}について, Xは v2と
v3を分離するので p(X) = r(X) = 1, Y は v1と v2を分離するので p(Y ) = r(Y ) = 1, X ∩ Y

は v1と v2を分離するので p(X ∩ Y ) = 1, X ∪ Y は r(x, y) = 1であるどのペア x, yも分離し
ないので p(X ∪ Y ) = 0 である (Gのどのカットの値も 0であることに注意). ゆえに, この場
合 pは (3.1)を満たさない.

局所辺連結度増大問題や節点領域辺連結度増大問題の不足関数 pは対称優モジュラでは
ないが, 対称弱優モジュラ (symmetric skew-supermodular)であることがそれぞれ [6]と [20]

で証明されている. ここで, p(X) > 0, p(Y ) > 0 である任意のX,Y ⊆ V について, (3.1)ま
たは

p(X) + p(Y ) ≤ p(X − Y ) + p(Y −X) (3.2)

を満たし, p(∅) = 0であるとき, 集合関数 p : 2V → Z+を弱優モジュラ関数と呼び, また−p

を弱劣モジュラ (skew-submodular)関数と呼ぶ. 対称弱優モジュラ関数 pに対する p-カバー
問題は, NP困難問題である節点領域辺連結度増大問題を部分問題として含むため, 一般には
NP困難であることに注意されたい. 最近, Z.Nutov[33]により, この対称弱優モジュラ関数 p

に対する p-カバー問題がAPX困難, つまりこの問題に対する PTASが存在しないことが示
され, さらにある弱劣モジュラ関数最小化問題の答えを多項式時間で返すオラクルが存在す
るという仮定の下で, 7/4倍近似の解を多項式時間で見つけるアルゴリズムが与えられた (こ
の最小化問題は, pが優モジュラの場合は多項式時間で解けることが [3]で指摘されている).

この最小化問題に関しては, 次の節で紹介するが, 局所辺連結度増大問題や節点領域辺連結度
増大問題のような特別な場合では, 最大流アルゴリズムなどにより多項式時間で解ける. ま
た, 不足関数が弱優モジュラ関数である問題として, 他に要素連結度 (element connectivity)

増大問題 [33]や T -カット増大問題 [37]なども研究されている.



3.2 辺連結度増大問題を解くアルゴリズム

この節では, 辺遊離定理を利用して辺連結度増大問題を解くアルゴリズムの流れを簡単に
紹介する.

まず, 解の下界値を求める. X = {X1, X2, . . . , Xq}を, 互いに素なカットの集合族とする.

前節で述べたように, 各カットXiについて, Xiと V −Xiの間に少なくとも p(Xi)本を辺を
加える必要がある. X に含まれるカットの不足関数値 (pの値)の和は

∑
X∈X p(X)であり, こ

れを新しい辺を加えることにより解消しなくてはならない. X のどの二つのカットも互いに
素であるため, 1本の辺を加えることにより, 高々2の不足を解消することができる. 従って,

少なくとも d∑X∈X p(X)/2e本の辺を加える必要があることが分かる. α(G)を, あらゆる互
いに素なカット族の不足の和の最大値, つまりmax{∑X∈X p(X) | X は互いに素なカット族
} と定義すると, 問題の最適値は dα(G)/2e以上であるといえる. ゆえに, 得られた実行可能
解E ′が |E ′| = dα(G)/2eを満たせば, その解は最適解と言える. 辺連結度増大問題では k ≥ 2

の場合, 最適値は常に dα(G)/2eに等しくなる. 以下, k ≥ 2と仮定する (k = 1の場合は非連
結グラフを連結にするだけの問題である).

α(G)は, 極値集合を用いることで, 次のように計算できる. Z(G)をGの全ての極値集合
の族とする. Gに新しい節点 sを加え, さらに sと V を結ぶ辺の集合を加え,

どの極値集合X ∈ Z(G)についても dH(s, X) ≥ p(X) (3.3)

が成り立つようにグラフH = (V ∪ {s}, E ∪ F )を作る. このとき, F をこの性質に関して極
小であるとする, つまり F のどの一辺を削除しても (3.3)が満足されないとする. このとき,

dH(s) = α(G)が成り立つ. 以下,それを示す. 今, Z(G)がラミナ族であることとFの極小性か
ら,次の (1)(2)を満たす互いに素な極値集合族Z ′が存在することがいえる. (1)各X ∈ Z ′に対
して, dH(s,X) = p(X)が成り立つ. (2) ∪X∈Z′Xは sの隣接点を全て含む. ゆえに, α(G)の最
大性から, dH(s) =

∑
X∈Z′ dH(s,X) =

∑
X∈Z′ p(X) ≤ α(G)が成り立つ. 一方で, 2.3節で述べ

たようにGの任意のカットY ⊂ V に対して, dG(X) ≤ dG(Y )である極値集合X ⊆ Y が存在す
る. 従って, dH(s, Y ) ≥ dH(s,X) ≥ p(X) = max{0, k−dG(X)} ≥ max{0, k−dG(Y )} = p(Y )

が成り立つ. 言い換えれば,

どのカットX ⊂ V についても dH(s,X) ≥ p(X) (3.4)

が成り立つ. よって, X ∗を
∑

X∈X ∗ p(X) = α(G)である (互いに素な)カット族とすると, 明
らかに dH(s) ≥ ∑

X∈X ∗ dH(s,X) ≥ ∑
X∈X ∗ p(X) = α(G)である.

次に,辺遊離操作を紹介する. グラフH = (V ∪{s}, E∪F )において, 2本の辺 (s, u), (s, v)

を 1本の辺 (u, v)に置き換える操作を, 辺 (s, u), (s, v)を (節点 sにおいて)遊離する, という.

この辺遊離操作により得られるグラフ (V ∪{s}, E ∪F ∪{(u, v)}−{(s, u), (s, v)})をH ′で表
わす. この操作により, uと vを分離するカットX ⊂ V について, Xと V −Xの間の辺が 1

本増える. つまり, 辺遊離操作後の不足関数 p′は, u, vを分離するカットX ⊂ V については,

p′(X) = max{0, p(X)− 1}, それ以外のカットXについては, p′(X) = p(X)である. H ′にお
いても,各カットX ⊂ V に対して dH′(s,X) ≥ p′(X)が成立するとき,このペア {(s, u), (s, v)}
はH において辺遊離可能であるという. 辺遊離に関して, 次の L.Lovászの定理が知られて
いる.



定理 1 [26] H = (V ∪ {s}, E)を, dH(s)が偶数で, かつ p(X) = max{0, k − dG(X)}, ∅ 6=
X ⊂ V に関して (3.4)を満足するグラフとし, k ≥ 2とする. このとき, 任意の (s, v) ∈ EH(s)

に対して, {(s, u), (s, v)}がHにおいて辺遊離可能である辺 (s, u) ∈ EH(s)が存在する. ¤

α(G)が奇数である場合は, sとV を結ぶ辺を 1本追加し, sの次数を偶数にし,このグラフを改
めてHとおく. このグラフHにおいて, L.Lovászの定理を繰り返し適用すれば, sに接続する
辺がなくなるまで辺遊離可能なペアを遊離していくことができる. その結果, Gに加えられる
辺集合E1が問題の最適解である. 以下で, E1が最適である理由を述べる. 得られるグラフを
H ′′ = (V ∪{s}, E∪E1)で表わし (dH′′(s) = 0であることに注意されたい), (V, E∪E1)をG+E1

と書く. このときの不足関数 p′′は,各カットX ⊂ V に対して p′′(X) = max{0, k−dG+E1(X)}
である. また, H ′′は辺遊離可能なペアを遊離することにより得られたグラフであるので, 各
カットX ⊂ V に対して 0 = dH′′(s,X) ≥ p′′(X)が成立する. すなわち, 全てのカットXに対
して dG+E1(X) ≥ kが成り立ち, G + E1は k-辺連結である. 一方で, |E1|は, dH(s)の半分, す
なわち |E1| = dα(G)/2eである. これは, 解の下界値に等しいため, 得られた辺集合E1は最
適解であるといえる.

最後に,前節で紹介した他の辺連結度増大問題についても簡単に触れておく. 上では, α(G)

を求めるのに極値集合を用いたが, 不足関数 pが対称弱優モジュラであると仮定するだけで,

(3.4)を満たす極小なHにおいて dH(s) = α(G)が成り立つ.

補題 1 [7] H = (V ∪ {s}, E ∪ F )を, G = (V, E)に新しい節点 sと, sと V を結ぶ辺の集合
F を加え, (3.4) を満たすように作ったグラフとする. さらに, F をこの性質に関して極小で
あるとする. このとき, pが対称弱優モジュラ関数であれば, dH(s) = α(G)が成り立つ. ¤

従って, H において辺遊離可能な遊離操作が行えれば, 上の議論と同様に最適解を得ること
ができる. 但し, 注意しなくてはならないのは, Hが (3.4)を満たすかどうか判定できること
が前提である. 例えば,

min{dH(s,X) + d(V,E′)(X)− p(X) | ∅ 6= X ⊂ V } (3.5)

が計算できれば, これは判定できる (E ′は辺遊離によりGに加えられる辺集合に対応する)

が, 一般の場合多項式時間で計算できるか知られていない. 前節で紹介した Z.Nutov[33]の結
果は, Hが (3.4)を満たすかどうか多項式時間で判定できれば, 対称弱優モジュラ関数 pに対
する p-カバー問題が 7/4倍近似できる, というものである. 局所辺連結度増大問題や節点領
域辺連結度増大問題のような具体的なグラフ問題では, (3.5)は最大流アルゴリズムなどによ
り多項式時間で計算でき, α(G)も計算できる. それに基づき, 様々な辺遊離操作の研究がな
されてきている. 例えば, 局所辺連結度増大問題に関しては, どのペア u, v ∈ V についても
r(u, v) ≥ 2であれば, dH(s)が偶数であるHにおいて必ず辺遊離可能なペアが存在すること
知られており [27], この場合最適値は dα(G)/2eである (r(u, v) = 1である u, v が存在する場
合辺遊離できないこともあるが, 別の特徴づけによりこの場合も多項式時間で最適に解ける.

詳細については省略する). 節点領域辺連結度増大問題に関しては, どの領域 S ∈ Sに対して
も r(S) ≥ 2である場合, sの次数が 5以上であれば必ず辺遊離可能なペアが存在し, 最適値は
dα(G)/2eもしくは dα(G)/2e+ 1であることが分かっている.



4 供給点配置問題
供給点配置問題とは, 与えられたネットワーク上に, ある連結度に関する要求を満たすよ

うに施設を配置する問題である. より正確には, グラフG = (V, E)と, 施設設置コスト関数
w : V → R+, 連結度の要求関数 r : V → R+が与えられたとき,

各節点 v ∈ V − Sに対して, ψ(S, v) ≥ r(v) (4.1)

を満たし,
∑

v∈S w(v)が最小になるような節点集合 Sを求める問題と定義される. ここで, ψ

は Sと vの間の節点領域辺連結度または節点領域点連結度を表わす. また, Sが (4.1)を満た
すとき, Sに含まれる節点を供給点と呼び, Sを供給点集合と呼ぶ. 図 5に供給点集合の例を
示す.

図 5: 図 1のグラフにおいて, ψ(S, v) = λG(S, v), r : V → {6}とするときの, 供給点集合 S

の例 (各供給点は黒点で表わされている)

まずψが辺連結度要求の場合,つまりψ(S, v) = λG(S, v)の場合のこれまでの研究結果を紹
介する. 最初にこの問題に対するアルゴリズムが報告されたのはH.Tamuraら [38]による論文
である. 彼らは, 各節点のコストと要求が一様である場合, つまりw : V → {1}, r : V → {k}
である場合, 問題が多項式時間で解けることを示した. その後, 彼らは, w : V → {1}であ
る場合には, rが一般の場合でも多項式時間で解けることを証明した [39]. K.Arataら [1]は,

r : V → {k}であれば, wが一般の場合でも O(n(m + n log n))時間で解けることを示した.

これは, rが一様である場合の現在最良の計算時間である. また, 彼らは, wが一様である場
合の計算時間も O(nM(n, m))に改善している (ここで, M(n,m)は, 2節点間の最大流を計
算するのにかかる時間を表わす). 一般の場合については, 最近, M.Sakashita[36]らにより,

強NP困難であることが示された. 入力グラフが有向である場合については, H.Itoら [24]は,

w : V → {1}または r : V → {k}である場合でも強NP困難であることを証明した. 一方で,

M.Bárászら [2], J.HeuvelとM.Johnson[12] は, “λ+
G(S, v) ≥ `かつ λ−G(S, v) ≥ k”を満たすよ

うに Sを配置する問題に拡張しても, w : V → {1}であれば多項式時間で解けることを示し
た. ここで, λ+

G(S, v) (λ−G(S, v))は Sから vへの (vから Sへの)互いに辺を共有しないパスの
最大数を表わす.



ψ(S, v) = κG(S, v)の場合は, H.Itoら [23]により, w : V → {1}かつ r : V → {k}である
場合, k ≤ 2であれば多項式時間で解けるが, k ≥ 3のときNP困難であることが示されてい
る. また, 彼らは, k ≤ 2であれば, λ(S, v) ≥ `という要求も同時に満たすという問題に拡張
しても, 多項式時間で解けることを示した.

一方, ψ(S, v) = κ̂G(S, v)の場合は, H.Nagamochiら [32] により r : V → {k}であれば
O(min{k,

√
n}kn2)時間で解けることが示された. また, T.Ishiiら [18]は, w : V → {1}の場

合, r : V → {0, 1, 2, 3}であれば問題が線形時間で解けるが, r(v) = 4である節点 v ∈ V があ
る場合はNP困難であることを証明した. 彼らは, さらに, r : V → {0, 1, 2, 3}であれば, wが
一般の場合でも多項式時間で解けることを示した [19]. 有向グラフの場合は, 上記の [32]で,

“κ̂+
G(S, v) ≥ `かつ κ̂−G(S, v) ≥ k”を満たすように Sを配置する問題に拡張しても, 多項式時

間で解けることが示されている. ここで, κ̂+
G(S, v) (κ̂−G(S, v))はSから vへの (vからSへの)v

以外の節点を互いに共有しないパスの最大数を表わす.

さらに, M.Sakashitaら [36]は, 一般の場合, ψが λ, κ, κ̂のいずれの場合でも, また入力グ
ラフが有向, 無向のいずれの場合でも, NPに属する全ての問題をO(nlog log n)時間で解く決定
性アルゴリズムが存在しない限り, 供給点配置問題が O(ln

∑
v∈V r(v))倍より良い近似がで

きないことを示した. 一方, 彼らは, これら全ての問題に対し, Gが多重グラフで rが整数値
を返す関数であるなら (1 + ln

∑
v∈V r(v))倍近似可能であることも示している.

4.1 供給点配置問題の一般化

この節では, まず供給点配置問題に対する考え方を説明した後, 最近研究されている一般
化問題について簡単に紹介する. まず, 節点集合 Sが供給点集合であるための条件を考えて
みよう. ψ(S, v) = λG(S, v), ψ(S, v) = κG(S, v), ψ(S, v) = κ̂G(S, v)のそれぞれの場合に分け
て考える. 節点集合X ⊆ V に対して, r(X) = max{r(v) | v ∈ X}と定義する.

(1) ψ(S, v) = λG(S, v)の場合：定義より, 節点 v ∈ V − Sに対して, λG(S, v) ≥ r(v)であ
るための必要十分条件は, Sと vを分離する任意のカットの値が r(v)以上であることである.

つまり, Sが供給点集合であるためには, dG(X) < r(v)かつ v ∈ XであるカットXには必ず
供給点が含まれていなければならない. dG(X) < r(X)である節点集合X ⊆ V を, (X に供
給点が必要であるという意味で) λに関する不足集合と呼ぶ. Sが供給点集合であるための必
要十分条件は, λに関する任意の不足集合W に対して, W ∩ S 6= ∅が成立することである.

特に r : V → {k}の場合, 極値集合族を用いることで次のように最適解を求めることがで
きる. Z(G)を, Gの極値集合族とし, Z ′を, dG(X) < kである極小な極値集合X ∈ Z の集
合族とする (つまり, X ′ ⊂ Xである任意のX ′ ∈ Z(G)は (存在すれば) dG(X ′) ≥ k). Z(G)

はラミナ族なので, Z ′内のどの二つの集合も互いに素である. S∗を, 各集合X ∈ Z ′におい
て, コスト最小の節点を一つ選ぶことにより得られる節点集合とする. このとき, S∗は供給
点集合である. 実際, 任意の不足集合W に対して, dG(X) ≤ dG(W )である極値集合X ⊆ W

が存在するため, W はZ ′に属する集合を部分集合として含む (dG(X) ≤ dG(Y ) < kである
ため, Xも不足集合であることに注意されたい). 一方で, Z ′は互いに素な不足集合族である
ので任意の供給点集合 S ′は, どのX ∈ Z ′に対しても S ′ ∩X 6= ∅を満たす. 以上より, S∗は
最適といえる.

このように, r : V → {k}の場合, ラミナ族である極値集合族のみを見て, 問題を解くこ



とができる. この観点から, M.Sakashitaら [35]は, 問題を拡張し, 与えられたラミナ族をカ
バーする問題に取り組んでいる.

(2) ψ(S, v) = κG(S, v)の場合: 定義より, 節点 v ∈ V − Sに対して, κG(S, v) ≥ r(v)であ
るための必要十分条件は, Sと vを分離する任意の点カット Y のサイズ |Y |が r(v)以上であ
ること, つまり v ∈ NG(S)が成り立つかあるいは, v ∈ X かつX ∪ NG(X) ⊆ V − S である
任意の節点集合Xが |NG(X)| ≥ r(v)を満たすことである. |NG(X)| < r(X)である節点集合
X ⊆ V に対して節点集合X ∪ NG(X)を κに関する不足集合と呼ぶ. このとき, Sが供給点
集合であるための必要十分条件は, κに関する任意の不足集合W に対して, W ∩ S 6= ∅が成
立することである.

(3) ψ(S, v) = κ̂G(S, v)の場合: 定義より, 節点 v ∈ V − Sに対して, κ̂G(S, v) ≥ r(v)であ
るための必要十分条件は, Sと vを結び, v以外の節点を共有しないパスの数が r(v)以上で
あること, つまり v ∈ X かつX ∩ S = ∅である任意の節点集合X ⊆ V が |NG(X)| ≥ r(v)

を満たすことである. |NG(X)| < r(X)である節点集合X ⊆ V を κ̂に関する不足集合と呼
ぶ. S が供給点集合であるための必要十分条件は, κ̂に関する任意の不足集合W に対して,

W ∩ S 6= ∅が成立することである.

以上より, 次の補題が成り立つ.

補題 2 節点集合 Sが ψ(∈ {λG, κG, κ̂G})に関する供給点集合であるための必要十分条件は,

ψに関する任意の不足集合W に対して, W ∩ S 6= ∅が成立することである. ¤

この補題により, 供給点配置問題は, 劣モジュラ関数 f : 2V → R+, コスト関数w : V → R+,

要求関数 r : V → R+ が与えられたとき, 全ての X ⊆ V に対して
∑

v∈X x(v) + f(X) ≥
r′(X)を満たし,

∑
v∈V :x(v)>0 w(v)を最小化する x ∈ RV

+ を求める問題として一般化できる
(但し, r′ : 2V → R+は rを基に得られる関数とする). 実際, (1) ψ(S, v) = λG(S, v)の場合,

f(X) = dG(X), r′(X) = r(X), (2) ψ(S, v) = κG(S, v)の場合, f(X) = |NG(X−NG(V −X))|,
r′(X) = r(X −NG(V −X)), (3) ψ(S, v) = κ̂G(S, v)の場合, f(X) = |NG(X)|, r′(X) = r(X)

として表現でき, (2.1)と (2.3)よりいずれの場合の f も劣モジュラ関数である. M.Sakashita

ら [36]は, これに基づいてさらに一般化した問題に取り組み, 前節の最後に紹介した近似に
関する結果などを得ている.

5 最後に

本稿では, おもに無向グラフにおける辺連結度の問題を中心に, 連結度増大問題と供給点
配置問題に関する研究の現状を解説した. これらの問題が効率的に解ける理由は, カット関
数や隣接点数を表わす関数の劣モジュラ性によるところが大きい. 近年, これらの問題に対
して劣モジュラ関数を用いた一般化に関する研究が精力的に行われてきている. 一方で, こ
れらの一般化された枠組みに入る他の応用例はほとんど知られていない. 今後, これらの研
究を他の組合せ最適化問題に生かしていくことは, この分野での重要な課題の一つである.
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