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1. はじめに
不確実性を含むグラフにおいて最適なマッチングを

発見する研究は，広告の割当 [1]や腎臓交換 [2]などの

応用をもつため，数多くなされてきた．これらの研究で

は，グラフに含まれる不確実性に関するパラメータは

所与のものとして与えられることが多い．例えば，広

告割当では，web閲覧者に該当するノードは所与の確

率分布から次々と生じるものとして扱われる．しかし

ながら，多くの応用では不確実性のパラメータは制御

可能である．本研究では，この設定のもと，得られる

マッチングの重みの期待値を最大化する新しい最適化

問題を定式化し，その近似解法を与える．提案する最

適化問題と解法は，クラウドソーシングや交通サービ

スにおける価格最適化など，複数の重要な応用をもつ．

2. 最適化問題の定式化
本研究では，次のような状況を考える (図 1)．参加

者の集合を U，資源の集合を V とし，それらをノード

としてもつ重み付き二部グラフ G = (U, V,E)を考え

る．ここで，(u, v) ∈ Eであるとき，uと vはマッチン

グ可能である．また，wuv を枝 (u, v)の重みであると

する．これらの設定の下，サービス提供者は各参加者

に対して xuを設定する．それに対して，各参加者 uは

確率 pu(xu)で市場にそのまま参加し，1− pu(xu)の確

率で市場から去る．グラフG′ = (U ′, V, E′)を，去った

参加者に該当するノードを取り除いた二部グラフであ

るとする．このとき，サービス提供者は以下の最適化

問題を解くことで，マッチングM ⊂ E′ を決定し，各

(u, v) ∈ M について利益 wuv + xu を得る．

(Psub) max
z

∑
(u,v)∈E

(wuv + xu) · zuv

s.t.
∑

v∈δ(u)
zuv ≤ au, ∀u ∈ U∑

u∈δ(v)
zuv ≤ 1, ∀v ∈ V

zuv ∈ {0, 1}, ∀(u, v) ∈ E

𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢2

𝒙𝒖𝟏 𝒙𝒖𝟑𝒙𝒖𝟐決定:

決定
𝑣1 𝑣2

𝑢1 𝑢3

𝑣1 𝑣2各(u,v)の重み:
𝑤𝑢𝑣 + 𝑥𝑢

除去された
ノード

各ノード𝑢 ∈ 𝑈に
ついて，𝑥𝑢を決定

マッチングを決定(i) (ii)

1 − 𝑝𝑢(𝑥𝑢)の
確率で 𝑢は除去．

図 1: マッチングのプロセス

但し， δ(ξ)はノード ξ に隣接するノード集合を指す．

また，au ∈ {0, 1}は au = 0のとき参加者 uが市場に

不参加，au = 1のとき参加者 uが市場に参加したこと

を表す変数である．決定変数 zuv ∈ {0, 1}は zuv = 1の

とき，(u, v)をマッチングすることを表す．

上記のような状況設定は，クラウドソーシングなど

において，各ワーカの賃金（xu）を決定したうえで，そ

の賃金を承諾したワーカ ({u ∈ U | au = 1})に対して
タスク (v)を割り当てる場合などが当てはまる．

このとき，本研究で取り組む最適化問題は以下である．

(P) max
x∈R|U|

Ea∼D(x)[ max
z∈Z(a)

f(x, z)]

但し，f(x, z) と Z(a) は，それぞれ (Psub) の目的関

数値と実行可能領域である．D(x) は {0, 1}|U | 上の

確率分布であり，その確率質量関数は Pr(a | x) =∏
u∈U

{
pu(xu)

au(1− pu(xu))
(1−au)

}
である．この最

適化問題は，最終的に得られるマッチングの重みの期

待値を xについて最大化するものである．

(P)は応用上重要であるものの，以下の理由で効率的

に解くことが難しい．

(i) 確率により生起する承諾結果 aの場合の数が 2n 個

　あり，目的関数値や勾配を正確に計算するには 2n個

　の重み付き二部グラフマッチングを解く必要がある．

(ii)応用上，関数 pu(x)として非凸な関数を用いること

　が多く，その場合目的関数も非凸になってしまう．
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3. 関数 puに対する仮定
本研究では以下の仮定を関数 pu に対しておく．

仮定 1. pu(x)は xに関して全単射かつ単調減少であ

る．また，Monotone hazard rate function [3]である．

すなわち， −p′u(x)/pu(x)が xに関して単調非減少で

ある．さらに，pu(x) = 0 or limx→∞ pu(x) = 0となる

xが存在する.

上記の仮定は，機械学習でよく用いられる確率分布

である正規分布や指数分布の相補累積分布関数を含む

ような緩い仮定である．

4. 提案手法
以下の最適化問題の最適値を f̂(x)とする．

max
z

∑
(u,v)∈E

(xu + wuv) · zuv

s.t.
∑

v∈δ(u)
zuv ≤ pu(xu), ∀u ∈ U∑

u∈δ(v)
zuv ≤ 1, ∀v ∈ V

0 ≤ zuv ≤ 1, ∀(u, v) ∈ E

このとき，以下の定理が成り立つ．

定理 1 任意の xについて，以下が成り立つ．

1/3 · f̂(x) ≤ Ea∼D[maxz∈Z(a) f(x, z)] ≤ f̂(x)

ここで，(P)の目的関数Ea∼D[maxz∈Z(a) f(x, z)]を
f̂(x)に置き換えると以下の最適化問題となる．

(PA) max
x,z

∑
(u,v)∈E

(xu + wuv) · zuv

s.t.
∑

v∈δ(u)
zuv ≤ pu(xu), ∀u ∈ U∑

u∈δ(v)
zuv ≤ 1, ∀v ∈ V

0 ≤ zuv ≤ 1, ∀(u, v) ∈ E

x ∈ R|U|

(PA)の最適解は定理 1より (P)の 1
3 -近似解となる．但

し，(PA)には制約に非凸関数 pu(xu)が含まれており，

内点法などを用いて直接解くことはできない．

そこで，(PA)を仮定 1の下で最小凸費用流問題に帰

着することを考える．以下の最適化問題を与える．

(PA′) max
z

∑
u∈U

p−1
u

( ∑
v∈δ(u)

zuv
) ∑
v∈δ(u)

zuv +
∑

(u,v)∈E

wuvzuv

s.t.
∑

v∈δ(u)

zuv ∈ Su, ∀u ∈ U

∑
u∈δ(v)

zuv ≤ 1, ∀v ∈ V

0 ≤ zuv ≤ 1, ∀(u, v) ∈ E

但し，Suは puの値域である．この最適化問題は (PA)

の決定変数xを，xu := p−1
u (

∑
v∈δ(u) zuv)の等式によっ

て消去したものである．

このとき，以下の定理 2が成り立つ．

定理 2 仮定 1が成り立つとする. (PA′)の最適解を

z∗ とし，各 u ∈ U について x∗
u := p−1

u (
∑

v∈δ(u) z
∗
uv)

とする．このとき，(x∗, z∗)は (PA)の最適解である．

定理 2より，(PA′)を解けば (PA)の解が求まる．

ここで，新たな添字 sと tを導入する. 各 u ∈ U に

ついて，zsu :=
∑

v∈δ(u) zuv とし，各 v ∈ V について，

zvt :=
∑

u∈δ(v) zuvとする．さらに，スラック変数 zstを

導入し，n := min{|U |, |V |}とする．このとき，(PA′)

は以下のように書ける．

(FP) min
z

∑
u∈U

−p−1
u (zsu) · zsu −

∑
(u,v)∈E

wuv · zuv

s.t.
∑
u∈U

zsu + zst = n,
∑
v∈V

zvt + zst = n

zsu −
∑

v∈δ(u)

zuv = 0, ∀u ∈ U

∑
u∈δ(v)

zuv − zvt = 0, ∀v ∈ V

zsu ∈ Su, ∀u ∈ U

0 ≤ zvt ≤ 1, ∀v ∈ V

0 ≤ zuv ≤ 1, ∀(u, v) ∈ E

0 ≤ zst ≤ n

これは U ∪ V ∪ {s, t}をノードとしてもつ最小費用流
問題であり，仮定 1の下では最小凸費用流問題となる．

よって既存解法 [4, 5]を用いて解くことができる．

5. おわりに
本研究では，不確実性のパラメータを制御すること

ができる設定のもと，得られるマッチングの重みの期

待値を最大化する新しい最適化問題を定式化した上で，

その 1
3 -近似解法を与えた．定理の証明や数値実験の結

果等については，当日の発表において説明を行う．
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