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1. 概要

口コミでのマーケティングや、病気の感染など、
拡散する過程をグラフ上でモデル化した概念とし
て、dynamic monopolyと呼ばれる概念がある [4]。
dynamic monopolyの問題として、グラフGと各
頂点 vに対する閾値 τ(v)が与えられたとき、最小
サイズの dynamic monopoly を見つける問題（別
名：target set selection）がある。この問題は一
般にはNP困難であり、閾値 τ(v)を定数としても
NP困難である。さらに、様々なグラフクラスで
計算量の解析が行われており、閾値 τ(v)を定数と
して扱う場合は、木や区間グラフなどのグラフク
ラスでは多項式時間で解けることがわかっている
[2, 5]。また、木幅がwのグラフでは nO(w)時間で
解ける [1]。一方、スプリットグラフなどのグラフ
クラスではNP困難である [2]。しかし、その間に
あるコーダルグラフについては、τ ≤ 2の場合に
多項式時間で解けることはわかっていたが、任意
の定数 tに対して τ ≤ tの場合に多項式時間で解け
るかは未解決だった [3]。本研究では、これまでの
研究で扱われてきた動的計画法を発展させ、コー
ダルグラフに対する多項式時間アルゴリズムを与
える。

2. 準備

2.1. dynamic monopoly

無向グラフG = (V,E)と各頂点 vに対する閾値
τ(v)が与えられたとき、頂点集合 S ⊆ V に対し
て、τ(v)個以上 Sに属する頂点に隣接する頂点 v

をSに加える操作を繰り返すことでS = V となる
とき、Sを (G, τ)の dynamic monopoly という。
つまり、(G, τ)の頂点集合 Sに対して、条件

∀v ∈ V − S, |{u ∈ NG(v) : u ≺ v}| ≥ τ(v)

を満たす V の線形順序 ≺が存在するとき、S を
(G, τ)の dynamic monopolyという。

また、この線形順序 ≺ を dynamic monopoly

S の cascade と呼ぶ。(G, τ) の最小の dynamic

monopolyのサイズを dyn(G, τ)と表す。

2.2. コーダルグラフ
グラフGに対し、Gの長さ 4以上の閉路を取っ
てきたとき、閉路の 2頂点を接続するその閉路を
構成しない辺があるようなグラフをコーダルグラ
フという。

2.3. 部分木の交差グラフ
集合族 S = {S1, . . . , Sn}に対して、

V (G) = {v1, . . . , vn}
E(G) = {{vi, vj} | i ̸= j, Si ∩ Sj ̸= ∅}

で定義されるグラフGを S の交差グラフと呼ぶ。
コーダルグラフは木の部分木の族の交差グラフと
して表現できる [6]。また、木ではなく二分木の交
差グラフとしても表現できる。図 1にコーダルグ
ラフとその交差グラフ表現を示す。
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図 1: コーダルグラフとその交差グラフ表現
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3. 主結果
定理 3.1. tを定数とする。閾値が高 t々であるコー
ダルグラフ (G, τ)に対する最小dynamic monopoly

問題は多項式時間で解ける。

証明はコーダルグラフを根付き二分木の部分木
の交差グラフとして見ることで、動的計画法を構
成した。交差グラフ表現の根付き木と部分木の族
を (T, {T (v)}v∈V (G))として Txを xを根とした T

の部分木としたとき、

Ux := {u ∈ V (G) | x ∈ V (T (u))}
UTx :=

∪
y∈V (Tx)

Uy

と定義する。コーダルグラフGを、各x ∈ V (T )に
対し次の 4つの条件のいずれかが成り立つような
根が rである二分木T の交差グラフとして表現し、

(i) xの子は 2つ（y, y′とする）で、Ux = Uy =

Uy′

(ii) xの子は 1つ（yとする）で、Ux ⊂ Uy かつ
|Uy \ Ux| = 1

(iii) xの子は 1つ（yとする）で、Uy ⊂ Ux かつ
|Ux \ Uy| = 1

(iv) xの子はない (xは T の葉である)

x ∈ V (T )に対し、(Unodes, Udyn,≺, σ)を

• Udyn ⊆ Unodes ⊆ Ux, |Unodes| = min{|Ux|, t}
• ≺: 「u ∈ Udyn, v ∈ Unodes \ Udyn ⇒ u ≺ v」
を満たす Unodesの全順序

• σ : Unodes → [t]

の組とし、τ ′ : V (G) → Z≥0 を

τ ′(v) :=

{
σ(v) v ∈ Unodesのとき
τ(v) それ以外

とする。OPTx(Unodes, Udyn,≺, σ)を

• W ⊆ UTx \ Ux

• W ∪ Udyn が (UTx , τ
′) := (G[UTx ], τ

′|UTx
) の

dynamic monopolyである。

• W ∪ UdynのG[UTx ]上での cascade ≺′ で、

– ≺′ は≺ の UTx への線形拡張

– u ∈ Unodes, v ∈ Ux \ Unodes ⇒ u ≺′ v

となるようなものが存在する。

という条件を満たす最小の頂点集合W のサイズと
定義する。

補題 3.2.

dyn(G, τ) = OPTr(∅, ∅, ∅, σ)

である。
補題 3.3.

OPTx(Unodes, Udyn,≺, σ)

は、xの子 yそれぞれに対してすべての

OPTy(U
′
nodes, U

′
dyn,≺′, σ′)

がわかっている、または、xが葉であるとき、多
項式時間で計算できる。
これらの補題を示すことで、定理 3.1が証明さ
れる。
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