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1. はじめに
本発表では [5]の概要を述べる. 特に，双曲

錐 (hyperbolicity cone)という錐のクラスに関
する様々な結果を述べる．
双曲錐を説明するために，まず双曲多項式

(hyperbolic polynomial)を定義しておく．p :

Rn → Rは斉次多項式とする．ある e ∈ Rnに
対して，p(e) > 0かつすべての xに対して一
変数多項式

t 7→ p(te− x) (1)

が実根のみを持つとき，pは双曲多項式と呼
ばれる．(1)の根をλ1(x), . . . , λr(x)と書く．p
と eに関して凸錐

Λ+(p, e) := {x ∈ Rn | λi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , r}.

を定義する．明らかではないが，Λ+(p, e)は
閉凸錐である [2, 7]．Λ+(p, e)のように表され
る凸錐は双曲錐と呼ばれる．
例 1. p : Rn → Rが p(x) := x1 · · ·xnとする．
pは双曲多項式である．e = (1, . . . , 1)とすれ
ば，Λ+(p, e)が非負象限Rn

+になる．
例 2. Snは n× n実対称行列空間とする．p :

Sn → Rが p(X) := detX とする．pは双曲
多項式である．Iは n× n単位行列とすれば，
Λ+(p, I)が半正定値行列錐 Sn

+になる．
本発表では双曲錐の面の構造に関する様々

な結果を紹介する．Renegarはすべての双曲
錐が露出面錐 (facially exposed)であることを
示した [7]．本研究では双曲錐が露出面性より
強い性質を持つことを示す．

2. 面と露出性について
ここで，Kが閉凸錐とする．次に，F ⊆ K

は閉凸錐とする．条件

x, y ∈ K, x+ y ∈ F ⇒ x, y ∈ F

が成り立てば，FをKの面という．さらに，も
し F が Kと Kの支持超平面の共通部分とし
て表せる場合，F を露出面 (exposed face)と
いう．Kのすべての面が露出面であれば，K
を面露出錐 (facially exposed cone) という．
これから，面露出錐より強い露出性の概念

を紹介する．まず，必要な記号を定義する．Rn

の内積を 〈·, ·〉で表す．それによって，‖x‖ =√
〈x, x〉というノルムを定義する．C,DがRn

に含まれている集合のとき，CとDの距離を
以下のように定義する．

dist (C,D) = inf{‖x− y‖ | x ∈ C, y ∈ D}.

また，spanCはCの線型包を表す．K∗とK⊥

はそれぞれKの双対錐およびKの直交補空間
を表す．
定義 1 (露出性の概念). F はKの面とする．
(i) P (K) = Fを満たす線形射影P（直交射
影と限らない）が存在するとき，Fは射
影的露出面と呼ばれる．Kのすべての面
が射影的露出面の場合，Kは射影的露出
錐 (projectionally exposed cone)[1]と呼
ばれる．

(ii) ある κ > 0 に対して

dist (x,F) ≤ κdist (x,K), ∀x ∈ spanF

が成り立てば，F は恭順面と呼ばれる．
Kのすべての面が恭順面の場合，Kは
恭順錐 (amenable cone)[3]と呼ばれる．
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(iii) 等式
F∗ = K∗ + F⊥,

が成り立てば，Fはナイス面と呼ばれる．
Kのすべての面がナイス面の場合，Kは
ナイス錐 (nice cone)[1, 6]と呼ばれる．

以上の概念の中で次の関係が成り立つ [4].

射影的露出錐 ⇒ 恭順錐 ⇒ ナイス錐 ⇒ 面露
出錐. Kの次元が 3以下の場合，面露出錐 ⇒
射影的露出錐. また，Kの次元が 4以下の場
合，恭順錐 ⇒ 射影的露出錐 [4]. しかし，
� ナイスではない面露出錐が存在する [8],

� 恭順ではないナイス錐が存在する [4]，
� 射影的露出錐ではない恭順錐が存在する
か知らていない（先程の結果によって，こ
のような錐が存在すれば，次元が 5以上
である）．

3. 双曲錐と露出性
次の定理は我々の主な結果である．

定理 1. すべての双曲錐が恭順錐である．[5]

本発表では定理1が導かれるための必要な道
具を紹介し，簡単に証明の概要を述べる．と
くに，定理 1を証明するために，双曲錐の面の
構造を調べる必要があった．
たとえば，Fが双曲錐Λ+(p, e)の面の場合，

F も双曲錐であるが，双曲多項式多項式 pと
の関係が明らかではない．F をなす双曲多項
式多項式の作り方と pの関係も議論する．
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