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1. はじめに
本発表では [4]の概要を述べる. 以下のDC問題を取

り扱う.

min
x∈IRn

F (x) = f(x) + h(x)− g(x). (DC)

ここで, f は微分可能な関数で, 勾配∇f のリプシッツ
定数は Lである. hは凸関数であり, 有効定義域で連続
である. また, gは連続凸関数である.

問題 (DC)を解くアルゴリズムの中で, 主なのは一次
法 (例えば, [6, 7])である. よって, 関数 f のヘッセ行
列の情報を使う方法はまだ少ない. 一方で, 特に g = 0

の場合, 多くのNewton 型近接勾配法 ([1, 5]など)が存
在している. それらの文献では, ヘッセ行列の情報を使
うと, 数値試験のパフォーマンスはより良くなることが
報告されている.

本研究では一般的な場合 (g ̸= 0)の問題 (DC)を解く
ため新たな非厳密 Newton 型近接勾配法を提案し, そ
の収束性を解析する.

まず, gが凸より, ξk+1 ∈ ∂g(xk)を用いて, 以下の子
問題を構築する.

min
z∈IR

Gk(z) : = ⟨∇f(xk)− ξk+1, z − xk⟩

+
1

2
(z − xk)⊤Bk(z − xk) + h(z).

(Sub)

ここで, Bk は対称行列である. 子問題の最適解が必要
ではなく, 近似解で十分である. 具体的に, ϵ > 0が与
えると, 以下の条件を満たす近似解 uk を考える.

dist
(
0, ∂Gk(u

k)
)
≤ ϵk ∥uk − xk∥. (Rule)

次に, (Sub)の近似解 uk を得ると, 目的関数値 F を
小さくするために, 直線探索を使う. 特に, 以下の三つ
の直線探索を考える: σ ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), M ≥ 0

は整数, dk = uk − xk とし, ステップサイズ αk を
{βi : i = 0, 1, . . .}の中で以下の条件を満たす最大のも
のとする.

F (xk+αkdk) ≤ max
[k−M ]+≤j≤k

F (xj)+σαk△k,1. (LS1)

ここで, △k,1 :=
〈
∇f(xk)− ξk+1, dk

〉
+h(uk)−h(xk)

である.

F (xk+αkdk) ≤ max
[k−M ]+≤j≤k

F (xj)+σ△k(αk). (LS2)

ここで, △k(αk) := αk

〈
∇f(xk)− ξk+1, dk

〉
+ h(xk +

αkdk)− h(xk)である.

F (xk+αkdk) ≤ max
[k−M ]+≤j≤k

F (xj)−σαk∥dk∥2. (LS3)

上記に基づいて, 問題 (DC)に対する非厳密 Newton

型近接勾配法 (iSQA)を示す.

Step 0. 初期点 x0 ∈ domh, β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1),

整数M ≥ 0, {ϵk}を正の数列とする. また, k = 0

とする.

Step 1. Bk ∈ Sn, ξk+1 ∈ ∂g(xk)とする. 子問題
(Sub)に対して, xk を初期点として, (Rule)を満
たす近似解 uk を探す.

Step 2. dk = uk − xk とする. αk を {βi : i =

0, 1, . . . } の中で (LS1), (LS2) 又は (LS3) を満た
す最大のものとする.

Step 3. xk+1 = xk + αkdk とし, k ← k + 1とす
る. そして, Step 1に戻る.

2. 収束性解析
収束解析を行うため，任意の k ≥ 0に対して, Gk(·)
が µk-強凸関数 (µk > 0)と仮定する. また, 以下のパラ
メータを定義する.

δk :=
µk + λmin(Bk)

2
− ϵk.

ここで, λmin(Bk)は行列Bk の最小固有値である.

定理 1 (直線探索の有限回終了). δk > 0のとき, 直線
探索 (LS1) と (LS2)は有限回反復で終了する; δk > σ

のとき, 直線探索 (LS3)は有限回反復で終了する. さ
らに,

αk ≥

min {1, 2β(1− σ)δk/L} , δk > 0 : (LS1), (LS2)の場合
min {1, 2β(δk − σ)/L} , δk > δ : (LS3)の場合

が成り立つ.

定理 2 (部分列の収束). {Bk}が有界と仮定する. δ :=

infk δk とする. {xk}はアルゴリズム (iSQA)で生成さ
れる点列とする. (LS1)又は (LS2)の場合 δ > 0であれ
ば, もしくは (LS3)の場合 δ > σであれば, 以下の結論
が成り立つ.
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(i) 点列 {xk} は有界;

(ii) limk→∞ ∥xk+1 − xk∥ = 0;

(iii) 点列 {xk}の任意の集積点は (DC)の停留点である.

次いで, アルゴリズム (iSQA)の複雑さの分析を行う.

そのため, 最初に, ξk+1 ∈ ∂g(xk)とし, xk と最適解の
“距離”は次のように定義する.

Rk =
∥∥xk − proxh

(
xk −

(
∇f(xk)− ξk+1

))∥∥ .
ここで,近接写像はproxh(y) := argminx{h(x)+ 1

2∥x−
y∥2}として定義される. 複雑さの分析のため, Rk を用
いて, 以下の近似停留点を考慮する.

定義 1 (近似停留点). ε > 0 が与えると, ある整数
N ≥ 0に対して以下の不等式が満たせば, アルゴリズ
ム (iSQA)で「ε-近似停留点が得られる」という.

min
0≤k≤N

R2
k ≤ ε.

定理 3 (定理 3.11 [4]). アルゴリズム (iSQA)において
M = 0とし, 全ての k に対して, 以下の条件を満たす
とする.

λmin(Bk)− ϵk >

0 (LS1)又は (LS2)の場合;

σ (LS3)の場合.

また, ck と θk を次のように定義する.

ck : =
σ(λmin(Bk)− ϵk)min {1, 2β(1− σ) (λmin(Bk)− ϵk) /L}(
1 + 1/λmin(Bk) +

√
1− 2/λmax(Bk) + 1/λ2

min(Bk)
)2

,

θk : =
σmin {1, 2β(λmin(Bk)− ϵk − σ)/L}(

1 + 1/λmin(Bk) +
√

1− 2/λmax(Bk) + 1/λ2
min(Bk)

)2
.

ここで, λmax(Bk) は行列 Bk の最大固有値である.

F ∗ = minx∈IRn F (x) とすると, 全ての N ≥ 0 に対
して, 以下の不等式が成り立つ.

min
0≤k≤N

R2
k ≤


(
F (x0)− F ∗) /∑N

k=0 ck (LS1)又は (LS2);(
F (x0)− F ∗) /∑N

k=0 θk (LS3)の場合.

特に, infk (λmin(Bk)− ϵk) > σ のとき, アルゴリズム
(iSQA)の複雑さはN = O(ε−1)である.

3. 子問題の適切な終了条件
Bkが正定値行列のとき, Gkが強凸函数なので, 子問

題は多くのアルゴリズムにより解ける. 例えば,

ϕ(z) := ⟨∇f(xk)−ξk+1, z−xk⟩+1

2
(z−xk)⊤Bk(z−xk)

を定義し, y1 = z0 = xk とすると, [2]におけるアルゴ
リズム V-FISTA の点列は以下の更新式で生成される.

zℓ = prox 1
Lϕ

h

(
yℓ −∇ϕ(yℓ)/Lϕ

)
,

yℓ+1 = zℓ +

√
κ− 1√
κ+ 1

(zℓ − zℓ−1).
(V-FISTA)

ここで, Lϕ = λmax(Bk)であり, κ = Lϕ/λmin(Bk)で
ある. (V-FISTA)の終了条件は次のように設定する.∥∥zℓ − yℓ

∥∥ ≤ ϵk
2Lϕ

∥∥zℓ − z0
∥∥ . (Ter)

zℓ と yℓ がすでに計算されているので, 終了条件 (Ter)

をチェックするための計算量は小さい. さらに, (Ter)に
より (Rule)を満たすことが保証される.

定理 4. Bk を正定値行列とする. zℓが (Ter)を満たせ
ば, (Rule)は uk = zℓ で成り立つ.

また, 文献 [3]における Semi-smooth Newton法を子
問題 (Sub)を適用する場合を想定して, (Ter)と同様の
計算量が小さい終了条件を提案した.
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